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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation und Problemstellung

Als in den ersten Jahrzehnten dieses Jahrhunderts die Quantentheorie ent-
wickelt wurde, gingen die ersten Quantisierungsvorschriften von einer klassi-
schen Beschreibung der mechanischen Systeme aus. Die von Bohr und Som-
merfeld vorgeschlagene Quantisierung der Wirkungsvariablen wurde 1917
von Einstein ([Ein17]) in gr�o�tm�oglicher Allgemeinheit angegeben1. Gleich-
zeitig wies Einstein auch schon darauf hin, da� das Verfahren eine Bl�atterung
des Phasenraumes in invariante Tori bzw. die Existenz hinreichend vieler
Konstanten der Bewegung voraussetzt und da� die meisten mechanischen
Systeme diese Bedingung nicht erf�ullen.

Nach der Entwicklung der Quantenmechanik durch Schr�odinger, Heisen-
berg und andere standen dann Verfahren zur Verf�ugung, die das Verhalten
atomarer Systeme mit hoher Pr�azision zu beschreiben gestatteten und die
von der klassischen Mechanik unabh�angig waren. Die von Einstein aufgewor-
fene Frage nach Quantisierungsvorschriften f�ur klassisch chaotische Systeme
blieb daher o�en.

Sie wurde erst f�unfzig Jahre sp�ater von Gutzwiller wieder aufgegri�en,
der, ausgehend vom Feynmanschen Pfadintegralformalismus, einen semiklas-
sischen Ausdruck f�ur die Greensche Funktion eines quantenmechanischen
Systems ableitete und mit dessen Hilfe die quantenmechanische Zustands-
dichte als unendliche Summe �uber die periodischen Bahnen des klassischen
Systems darstellte. Diese Gutzwillersche Spurformel ist der einzige bekann-
te allgemeine Ansatz, die Eigenenergien eines Quantensystems semiklassisch
zu bestimmen. Da sie klassische Bahnen verwendet, erlaubt sie einen tiefe-
ren Einblick in die Dynamik eines Systems, als eine quantenmechanische
Bestimmung der Energieeigenwerte es k�onnte.

Die Herleitung der Spurformel setzt voraus, da� alle periodischen Bah-

1abgesehen von einer Phasenkorrektur, die Keller ([Kel58]) auf Grundlage der voll
entwickelten Quantenmechanik 1958 anbrachte

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

nen im Phasenraum isoliert liegen. Daher ist sie am besten zur Beschrei-
bung vollst�andig hyperbolischer Systeme geeignet. In solchen F�allen gestat-
tet sie die Bestimmung einzelner Energieniveaus, wie es z.B. von Gutzwiller
([Gut82]) f�ur das anisotrope Keplerproblem durchgef�uhrt wurde.

In Systemen mit gemischt regul�ar{chaotischer Dynamik versagt die Gutz-
willersche Spurformel, wenn Bifurkationen der periodischen Bahnen auftre-
ten; die Beitr�age der an der Bifurkation beteiligten Bahnen divergieren dort.
Dies ist darin begr�undet, da� die Bahnen in der N�ahe der Bifurkation nicht
mehr als voneinander isoliert betrachtet werden k�onnen. Daher haben Ozo-
rio de Almeida und Hannay ([Alm87]) einen kollektiven Beitrag aller an der
Bifurkation beteiligten Bahnen zur Zustandsdichte berechnet. Die von ihnen
vorgeschlagene Formel liefert an der Stelle der Bifurkation endliche Werte,
geht aber in gro�er Entfernung von der Bifurkation nicht in die Gutzwiller-
sche Spurformel �uber.

Sieber und Schomerus haben deshalb die N�aherung von Ozorio de Almei-
da und Hannay weiter verbessert und f�ur alle elementaren Bifurkationstypen,
die in Hamiltonschen Systemen mit zwei Freiheitsgraden generisch auftreten,
eine gleichm�a�ige N�aherung f�ur die Zustandsdichte angegeben, die asym-
ptotisch mit der Gutzwillerschen Formel �ubereinstimmt ([Sie96], [Sch97a],
[Sie98]). Auch diese Arbeiten sind jedoch in zweierlei Hinsicht erg�anzungs-
bed�urftig:

� Periodische Bahnen durchlaufen i.a. mehrere Bifurkationen nachein-
ander. Wenn der Abstand zwischen den Bifurkationen klein ist, mu�
man eine gleichm�a�ige N�aherung konstruieren, die alle an den ver-
schiedenen Bifurkationen beteiligten Bahnen kollektiv ber�ucksichtigt.
Auf diesen Umstand wiesen Schomerus und Haake ([Sch97b], [Sch97c])
sowie Main und Wunner ([Mai97a], [Mai98a]) hin.

� In Bifurkationen k�onnen periodische Bahnen entstehen oder verschwin-
den. L�a�t man f�ur Koordinaten und Impulse des klassischen Systems
statt reeller auch komplexe Werte zu, so stellt man jedoch fest, da� re-
elle periodische Bahnen vor ihrem Entstehen Vorl�aufer im komplexi�-
zierten Phasenraum besitzen. Wie Ku�s, Haake und Delande ([Ku�s93]),
Main und Wunner ([Mai97a], [Mai98a]) und Schomerus ([Sch97d]) zei-
gen konnten, kann man die Genauigkeit der Gutzwillerschen Spurfor-
mel in vielen F�allen wesentlich verbessern, wenn man Beitr�age einiger
dieser komplexen Bahnen ber�ucksichtigt.

In dieser Arbeit werden wir ein kompliziertes Bifurkationsszenario be-
handeln, an dem verschiedene reelle und komplexe Bahnen beteiligt sind.
Als Beispielsystem dient dabei das Wassersto�atom im homogenen Magnet-
feld. Dieses System hat f�ur die Untersuchung von E�ekten des Quantenchaos
gro�e Bedeutung gewonnen, da es als einfaches physikalisches System sowohl
experimentellen als auch theoretischen Untersuchungen zug�anglich ist. Es
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zeigt einen �Ubergang von regul�arer zu chaotischer Dynamik ([Has89]) und
ist daher ein geeignetes Objekt, um die oben umrissenen Probleme gemischt
regul�ar{chaotischer Dynamik zu studieren.

Wir untersuchen die Periodenvervierfachung der sogenannten Ballon{

Bahn. Obwohl diese Bahn eine der k�urzesten periodischen Bahnen im dia-
magnetischen Keplerproblem ist und die Periodenvervierfachung die einfach-
ste Bifurkation bildet, bei der sich ein Verschwinden zweier reeller Satelli-
tenbahnen beobachten l�a�t, kann man diesen Fall mit den von Sieber und
Schomerus angegebenen gleichm�a�igen N�aherungen schon nicht mehr behan-
deln, da in unmittelbarer N�ahe eine zweite Bifurkation auftritt. An dieser
zweiten Bifurkation sind keine reellen, sondern ausschlie�lich komplexe Bah-
nen beteiligt. Ein solcher Fall ist in der Literatur bisher nicht beschrieben
worden, es zeigt sich jedoch, da� diese

"
Geisterbifurkation\ in die Betrach-

tung einbezogen werden mu�, damit die Konstruktion der gleichm�a�igen
N�aherung gelingt. Dar�uber hinaus werden wir Gr�unde anf�uhren, die erwar-
ten lassen, da� man mit dem Einu� solcher rein komplexen Bifurkationen
auf gleichm�a�ige N�aherungen auch in anderen Systemen in vielen F�allen zu
rechnen hat.

Ein wesentlicher Schritt in dem von Main und Wunner ([Mai97a]) so-
wie Sieber und Schomerus ([Sie98]) entwickelten katastrophentheoretischen
Verfahren zur Konstruktion gleichm�a�iger N�aherungen ist die Wahl einer
geeigneten Ansatzfunktion f�ur das Beugungsintegral. In den bisherigen Ar-
beiten von Main und Wunner konnte jeweils eine der als

"
elementare Kata-

strophen\ bekannten einfachen Funktionen verwendet werden, in unserem
Fall ist dies jedoch nicht m�oglich. Wir verwenden eine als Normalformtheorie
bezeichnete Technik, um eine Ansatzfunktion f�ur das behandelte Beispiel zu
konstruieren. Dabei m�ussen wir im Vergleich zu den Arbeiten von Sieber
und Schomerus eine h�ohere Ordnung der Normalformentwicklung ber�uck-
sichtigen, um die Abfolge der beiden Bifurkationen beschreiben zu k�onnen.

Durch Anpassung weniger freier Parameter der Normalform an nume-
risch ermittelte klassische Daten der beteiligten periodischen Bahnen erhal-
ten wir eine Beschreibung der Struktur des Phasenraumes in der N�ahe der
betrachteten Bifurkationen. Wir sehen die Parameter zun�achst als Konstan-
ten an und bestimmen sie so, da� die Normalform das Verhalten der Bahn-
daten global m�oglichst gut reproduziert. Dies liefert eine lokale N�aherung

f�ur die Zustandsdichte, die am Ort der Bifurkationen endlich ist, asym-
ptotisch aber nicht in die Gutzwillersche Spurformel �ubergeht. Um dieses
Verhalten zu verbessern, machen wir die Parameter der Normalform dann
energieabh�angig und gewinnen so eine gleichm�a�ige N�aherung f�ur die Zu-
standsdichte, die die Gutzwillersche Spurformel in einiger Entfernung von
den Bifurkationen exakt reproduziert.

Schlie�lich untersuchen wir anhand eines quantenmechanischen Spek-
trums die Frage, ob in einiger Entfernung von den Bifurkationen auch eine
der in der Geisterbifurkation entstandenen komplexen Bahnen einen Beitrag
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zum Spektrum leistet.

1.2 Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit hat folgenden Aufbau:

� Das 2. Kapitel stellt einige Tatsachen der klassischen Mechanik zusam-
men und f�uhrt in die Gutzwillersche Theorie ein, die die Grundlage der
Arbeit bildet.

� Das 3. Kapitel ist dem Beispielsystem gewidmet: Es erl�autert die Ha-
miltonfunktion f�ur das Wassersto�atom im homogenen Magnetfeld
und beschreibt die zu untersuchende Folge von Bifurkationen.

� Im 4. Kapitel behandeln wir die Normalformtheorie, die eine analy-
tische Beschreibung von Bifurkationen erm�oglicht, und entwickeln die
Normalform f�ur die hier vorliegende Bifurkation.

� Im 5. Kapitel wird die gleichm�a�ige N�aherung f�ur die Zustandsdichte
hergeleitet und f�ur das behandelte Beispiel ausgewertet.

� Im 6. Kapitel analysieren wir ein quantenmechanisch berechnetes Spek-
trum, um festzustellen, welche der beobachteten komplexen Bahnen in
der Gutzwillerschen Spurformel zu ber�ucksichtigen sind.

� Das 7. Kapitel fa�t die Ergebnisse zusammen und weist auf noch o�ene
Fragen hin.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Hamiltonsche Mechanik

In diesem Abschnitt stellen wir f�ur den sp�ateren Gebrauch einige Grundlagen
der Hamiltonschen Mechanik zusammen. Einzelheiten �nden sich in dem
Lehrbuch von Goldstein ([Gol76]).

In der Hamiltonschen Formulierung der klassischen Mechanik wird der
Zustand eines Systems mit n Freiheitsgraden charakterisiert durch n Ko-
ordinaten ~q und n Impulse ~p. Die Dynamik des Systems wird beschrieben
durch die Hamiltonfunktion H(~q; ~p; t), die im allgemeinen von Koordinaten,
Impulsen und der Zeit t abh�angt.

Die bei gegebenen Anfangsbedingungen (~q(t1); ~p(t1)) durchlaufene Pha-
senraumbahn (~q(t); ~p(t)) ist bestimmt durch ein Variationsprinzip, das so-
genannte Hamiltonsche Prinzip

�

Z (~q(t2);t2)

(~q(t1);t1)
~p � d~q �H dt = �

Z t2

t1

�
~p � _~q �H

�
dt = 0 : (2.1)

Dabei sind die Zeiten t1 und t2 sowie Anfangs{ und Endort ~q(t1) und ~q(t2)
vorgegeben, und Koordinaten und Impulse sind unabh�angig voneinander zu
variieren.

Aus dem Hamiltonschen Prinzip folgen die Hamiltonschen Bewegungs-

gleichungen

~q_ =
@H

@~p
; ~p_ = �@H

@~q
: (2.2)

Geht man zu neuen Koordinaten und Impulsen ~q̂ ; ~p̂ , einem neuen
"
Zeit\{

Parameter t̂ und einer neuen Hamiltonfunktion Ĥ �uber, dann folgt aus dem
Hamiltonschen Prinzip, da� auch f�ur die neuen Gr�o�en die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen (2.2) gelten, wenn die 1{Form ~p � d~q �H dt sich nur
um ein totales Di�erential dF �andert, das die Variation des Integrals nicht
beeinu�t, oder mit einer Konstanten multipliziert wird.

5
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Im ersten Fall, der von Goldstein als verallgemeinerte kanonische Trans-
formation bezeichnet wird, hei�t die Funktion F mit

dF = ~p̂ � d~q̂ � Ĥ dt̂� (~p � d~q �H dt) (2.3)

die erzeugende Funktion der Transformation1.
Die Funktion F l�a�t sich in Abh�angigkeit von verschiedenen Koordi-

natens�atzen darstellen. Dr�ucken wir F = F1(~q; ~q̂ ; t) durch alte und neue
Koordinaten und den alten Zeitparameter aus, so sprechen wir von einer
Erzeugenden vom Typ F1. Aus der erzeugenden Funktion folgen die Trans-
formationsgleichungen zu

~p̂ =
@F1

@~q̂
; ~p = �@F1

@~q
;

Ĥ =
dt

dt̂

�
H � @F1

@t

�
= H � @F1

@t
falls t̂ = t :

(2.4)

Diese Darstellung ist jedoch nicht f�ur alle Transformationen verwendbar.
Insbesondere besitzt die identitsche Transformation keine Erzeugende vom
Typ F1, da in diesem Fall ~q und ~q̂ = ~q kein System von 2n unabh�angigen
Phasenraumkoordinaten bilden. Wir k�onnen aber durch eine Legendretrans-
formation bez�uglich ~q̂ zu einer Erzeugenden

F2(~q; ~p̂ ; t) = F1 � ~p̂ � ~q̂
�ubergehen. Mit dieser Form der erzeugenden Funktion lauten die Transfor-
mationsgleichungen

~q̂ = �@F2

@~p̂
; ~p = �@F2

@~q
;

Ĥ =
dt

dt̂

�
H � @F2

@t

�
= H � @F2

@t
falls t̂ = t :

(2.5)

Insbesondere wird die identische Transformation erzeugt durch die Funktion

F2 = �~p̂ � ~q (2.6)

Von gro�er Bedeutung in semiklassischen Theorien ist die Wirkungsfunk-
tion

S(~q 0~q;E) =
Z ~q 0

~q
~p � d~q : (2.7)

1Diese De�nition der erzeugenden Funktion unterscheidet sich von der von Goldstein
benutzten durch ihr Vorzeichen.
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x0
P(x0)

�

Abbildung 2.1: De�nition der Poincar�e{Abbildung. Die periodische Bahn
(fett) entspricht einem Fixpunkt der Abbildungl

Das Integral ist hier �uber eine klassische Bahn von ~q nach ~q 0 mit der Energie
E zu berechnen.

F�ur die Wirkungsfunktion gilt nach ihrer De�nition

~p 0 =
@S

@~q 0
; ~p = �@S

@~q
: (2.8)

Ein Vergleich mit (2.4) zeigt, da� wir S als erzeugende Funktion vom Typ
F1 f�ur eine kanonische Transformation vom Anfangszustand (~q; ~p) in den
Endzustand (~q 0; ~p 0) auffassen k�onnen. Entsprechend k�onnen wir ihre Legen-
dre{Transformierte

Ŝ(~p 0~q;E) = S � ~p 0 � ~q 0 (2.9)

als Erzeugende vom Typ F2 ansehen.

2.2 Poincar�e{Schnitte und periodische Bahnen

In der Gutzwillerschen Theorie der Zustandsdichte spielen periodische Bah-
nen klassischer mechanischer Systeme die entscheidende Rolle. Daher werden
wir uns in diesem Abschnitt mit der Beschreibung periodischer Bahnen in
Hamiltonschen Systemen mit zwei Freiheitsgraden befassen.

Dazu legen wir eine Ebene � im Phasenraum fest, die ganz in einer
Energie�ache liegt und in der wir kanonische Koordinaten (y; py) einf�uhren
k�onnen. Sie wird als Poincar�esche Schnittebene bezeichnet. Von jedem Punkt
x0 2 � geht eine Bahn des mechanischen Systems aus, die die Ebene � im
allgemeinen in einem Punkt P (x0) wieder schneidet. Durch diese Vorschrift
ist die Poincar�e{Abbildung P der Schnittebene � in sich de�niert (siehe
Abb. 2.1).

Jeder Startpunkt x0 2 � de�niert nun eine Folge (x0; x1 = P (x0); x2 =
P (x1); : : : ). Wenn durch x0 eine periodische Bahn verl�auft, dann kann sie
die Ebene � nur in endlich vielen Punkten schneiden, bevor sie sich wieder-
holt. Es gibt also ein n mit xn = x0. Statt P betrachten wir nun die n{te
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Abbildung 2.2: Hyperbolischer (links) und elliptischer (rechts) Fixpunkt.

Potenz von P ; damit k�onnen wir annehmen, da� x0 Fixpunkt der Poincar�e{
Abbildung ist: x0 = P (x0).

Wir w�ahlen unser Koordinatensystem jetzt so, da� x0 = 0 ist; die peri-
odische Bahn soll die Schnittebene also im Ursprung schneiden. In der N�ahe
des Urspungs k�onnen wir die Poincar�e{Abbildung dann linear approximie-
ren:  

y0

p0y

!
= P

 
y

py

!
=M �

 
y

py

!
+O

�
(y + py)

2
�
: (2.10)

Die 2� 2{Matix M hei�t die Monodromiematrix der periodischen Bahn.
Als Folgerung aus dem Liouvilleschen Satz �uber die Erhaltung des Pha-

senvolumens ergibt sich, da� die Poincar�e{Abbildung P �achentreu ist. Die
Matrix M ist demnach symplektisch (vgl. [Arn88a, Abschnitt 8.6]); das be-
deutet insbesondere, da� der Kehrwert und das konjugiert Komplexe eines
Eigenwertes wieder Eigenwerte sind. In h�oherdimensionalen Systemen treten
Eigenwerte der Monodromiematrix daher im allgemeinen in Vierergruppen
�; ��; 1=�; 1=�� auf. In unserem Fall hat M jedoch nur zwei Eigenwerte.
Diese m�ussen daher entweder reell und Kehrwerte voneinander sein, oder
sie liegen auf dem Einheitskreis und sind zueinander konjugiert komplex.

� Im ersten Fall sind die Eigenvektoren der Monodromiematrix reell.
Einer der Eigenwerte ist dem Betrag nach gr�o�er als 1, Punkte des
entsprechenden Eigenraumes entfernen sich durch die Poincar�e{Abbil-
dung von Ursprung (instabile Richtung), w�ahrend Punkte des ande-
ren Eigenraumes sich an den Ursprung ann�ahrern (stabile Richtung).
Ein Phasenportrait der Poincar�e{Abbildung sieht in der N�ahe des Ur-
sprungs aus wie Abb. 2.2 (links), man spricht deshalb von einem hyper-

bolischen Fixpunkt, wenn die Eigenwerte positiv sind, und von einem
invers hyperbolischen Fixpunkt, wenn sie negativ sind. Dem Phasen-
portrait kann man entnehmen, da� sich die meisten Bahnen, die in
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der N�ahe der periodischen Bahn starten, mit der Zeit in die instabile
Richtung von ihr entfernen; die periodische Bahn ist also instabil.

Man kann die Eigenwerte durch eine positive reelle Zahl u ausdr�ucken
als �1;2 = e�u im Falle eines hyperbolischen Fixpunktes und als �1;2 =
�e�u im Falle eines invers hyperbolischen Fixpunktes. Der Wert L =
u=T hei�t dann der Liapunov{Exponent der instabilen periodischen
Bahn.

� Im zweiten Fall sind die Eigenwerte gegeben durch �1;2 = e�i' mit
einem reellen Winkel '. Die Monodromiematrix beschreibt eine Dre-
hung um den Ursprung um den Winkel '; wie man dem Phasenpor-
trait Abb. 2.2 (rechts) entnimmt, ist die periodische Bahn in diesem
Fall stabil.

Um die Stabilit�atseigenschaften der periodischen Bahn in allen F�allen
einheitlich zu beschreiben, kann man die Spur der Monodromiematrix

TrM = �1 + �2

=

8>><>>:
2 cosh u f�ur einen hyperbolischen Fixpunkt

�2 coshu f�ur einen invers hyperbolischen Fixpunkt

2 cos' f�ur einen elliptischen Fixpunkt
(2.11)

verwenden. Wie man diesen Ausdr�ucken entnimmt, ist jTrM j < 2 genau
dann, wenn die Bahn stabil ist.

Wie in der Bifurkationstheorie gezeigt wird2, k�onnen stabile periodische
Bahnen bei einer Variation der Energie mit anderen periodischen Bahnen
kollidieren, die dabei entstehen oder verschwinden. Genauer tritt eine Kolli-
sion mit Bahnen der m{fachen Periode bei solchen Energien ein, bei denen
der Stabilit�atswinkel ' = 2� n

m ein rationales Vielfachen von 2� mit tei-
lerfremden nat�urlichen Zahlen n und m ist. Man spricht dann von einer
Periodenver-m-fachung.

Diese Bedingung an den Winkel ' l�a�t sich mit Hilfe von (2.11) umfor-
mulieren als eine Bedingung an die Spur: Eine Periodenver-m-fachung tritt
ein, wenn

TrM =

8>>>>>>><>>>>>>>:

2 : m = 1

�2 : m = 2

�1 : m = 3

0 : m = 4

� � �

: (2.12)

2vgl. dazu [May70] oder [Mao92]; ein Beispiel werden wir in Kapitel 4 untersuchen
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Schlie�lich wollen wir f�ur den sp�ateren Gebrauch noch berechnen, wie
sich die Monodromiematrix M durch die erzeugende Funktion Ŝ(y; p0y) der
Poincar�e{Abbildung ausdr�ucken l�a�t:

Unter Verwendung vektorwertiger Di�erentiale kann man die De�nition
von M schreiben als

d

 
y0

p0y

!
=M � d

 
y

py

!
:

Au�erdem gilt

d

 
y0

p0y

!
=

0B@
@y0

@y

���
p0y

@y0

@p0y

���
y

@p0y
@y

���
p0y

@p0y
@p0y

���
y

1CA � d y
p0y

!

=

 
� @2Ŝ

@y@p0y
� @2Ŝ

@p0y
2

0 1

!
� d
 
y

p0y

! (2.13)

und entsprechend

d

 
y

py

!
=

 
1 0

�@2Ŝ
@y2 � @2Ŝ

@y@p0y

!
� d
 
y

p0y

!
: (2.14)

Damit folgt

M =

 
� @2Ŝ

@y@p0y
� @2Ŝ

@p0y
2

0 1

!
�
 

1 0

�@2Ŝ
@y2 � @2Ŝ

@y@p0y

!�1

=

0B@� @2Ŝ
@y@p0y

+
�

@2Ŝ
@y@p0y

��1
@2Ŝ
@y2

@2Ŝ
@p0y

2

�
@2Ŝ
@y@p0y

��1
@2Ŝ
@p0y

2

�
�

@2Ŝ
@y@p0y

��1
@2Ŝ
@y2 �

�
@2Ŝ
@y@p0y

��1
1CA (2.15)

und insbesondere

TrM = �
 

@2Ŝ

@y@p0y

!�18<:1 +
 

@2Ŝ

@y@p0y

!2

� @2Ŝ

@y2
@2Ŝ

@p0y2

9=; :
(2.16)

2.3 Die Gutzwillersche Spurformel

Die Gutzwillersche Spurformel bietet eine M�oglichkeit, f�ur klassisch chaoti-
sche Systeme die quantenmechanische Zustandsdichte

d(E) =
X
j

�(E �Ej) ; (2.17)



2.3. DIE GUTZWILLERSCHE SPURFORMEL 11

wobei die Ej die Eigenenergien des Systems sind, n�aherungsweise semiklas-
sisch zu bestimmen. Sie wurde in den sechziger Jahren von Martin Gutz-
willer entwickelt (siehe dazu [Gut67]{[Gut71], insbesondere die letzte dieser
Arbeiten, und [Gut90]).

Um einen quantenmechanischen Ausdruck f�ur die Zustandsdichte eines
nicht explizit zeitabh�angigen Systems zu gewinnen, gehen wir aus von dem
zeitabh�angigen Propagator K(~x0t0; ~xt) des Systems, der de�niert ist als die
L�osung der Schr�odingergleichung

� ~
2

2m
�0K + V (~x0)K = i~

@

@t0
K (2.18)

mit der Anfangsbedingung

K(~x0; t0 = t; ~x; t) = �(~x0 � ~x) : (2.19)

Der Propagator beschreibt also die zeitliche Entwicklung eines Teilchens,
das zur Zeit t am Ort ~x startet. Durch ein vollst�andiges Orthonormalsystem
( j) von Eigenfunktionen des Hamiltonoperators Ĥ, also

Ĥ j = Ej j ;Z
dnx �j0 j = �jj0 ;X

j

 j(~x
0) �j (~x) = �(~x0 � ~x) ;

l�a�t er sich darstellen als

K(~x0t0; ~xt) =
X
j

 j(~x
0) �j (~x) exp

�
�iEjt

0

~

�
: (2.20)

Durch eine Fouriertransformation kann man zu einer energieabh�angigen
Darstellung �ubergehen und erh�alt die Greensche Funktion

G(~x0~x;E) =
1

i~

Z 1

0
dtK(~x0t; ~x0) exp

�
i
Et

~

�
=
X
j

 j(~x
0) �j (~x)

E �Ej
:

(2.21)

Die Greensche Funktion hat Polstellen bei den Energieeigenwerten des Sy-
stems, �uber deren Interpretation je nach den gew�unschten Randbedingungen
zu entscheiden ist. Wir arbeiten gem�a� (2.21) mit einer retardierten Green-
schen Funktion und haben deshalb zu setzen

1

E �Ej
:=

1

E �Ej + i0
= P 1

E �Ej
� i��(E �Ej) :
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Damit folgt

=G(~x0~x;E) = ��
X
j

 j(~x
0) �j (~x)�(E �Ej) ;

und wenn wir die Spur der Greenschen Funktion

TrG :=

Z
dnxG(~x~x;E)

bilden, erhalten wir f�ur die Zustandsdichte

d(E) =
X
j

�(E �Ej) = � 1

�
=TrG : (2.22)

Grundlage der semiklassischen N�aherung ist ein Verfahren, das es er-
m�oglicht, Integrale der Form

I =

Z
Rn
dnx f(x) exp

�
i
S(x)

~

�
(2.23)

f�ur kleine ~ n�aherungsweise auszuwerten, dieMethode der station�aren Phase.
Der Exponentialfaktor im Integranden wird f�ur kleine ~ sehr schnell os-

zillieren, w�ahrend wir die Amplitudenfunktion f als vergleichsweise langsam
ver�anderlich voraussetzen. Wenn ~ so klein wird, da� wir f �uber eine Periode
der Exponentialfunktion als konstant ansehen k�onnen, dann k�onnen wir f
vor das Integral ziehen, und das Integral der Exponentialfunktion �uber eine
Periode liefert Null.

Wir erwarten nennenswerte Beitr�age zum Integral daher nur von Umge-
bungen derjenigen Punkte, in denen die Phase S in erster N�aherung konstant
ist, also von den station�aren Punkten x0 mit

rSjx0 = 0 :

Wir entwickeln die Phase um die station�aren Punkte in eine Taylorreihe
zweiter Ordnung

S(x) � S(x0) +
1

2
�x �H(x0) � �x

mit �x = x � x0 und der Hesseschen Matrix H(x0) = @2S
@x2

���
x=x0

. Damit

erhalten wir

I �
X

rSjx0=0

f(x0) exp

�
i

~
S(x0)

�Z
dn�x exp

�
i

2~
�x �H(x0) � �x

�
:
(2.24)

Dabei konnten wir das Integrationsgebiet wieder auf ganz Rn ausdehnen, da
die quadratische Funktion in der Phase au�er x0 keine station�aren Punkte
besitzt.
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Das verbleibende Integral ist f�ur n = 1 ein Fresnel{IntegralZ +1

�1
d� exp

�
i�

2~
�2
�
:= lim

�!1

Z +�

��
d� exp

�
i�

2~
�2
�

=
(2�i~)1=2pj�j exp

�
i
�

4
(sign�� 1)

�
| {z }
=

(
1 : � > 0

exp
��i�2	 : � < 0

:

F�ur n > 1 k�onnen wir ausnutzen, da� die Matrix H(x0) symmetrisch und
reell ist und sich daher durch eine orthogonale Koordinatentransformation
diagonalisieren l�a�t. F�uhren wir diese Transformation durch, so zerf�allt das
Integral in (2.24) in ein Produkt von n eindimensionalen Fresnel{Integralen,
in denen der Parameter � Eigenwert von H(x0) ist. Ber�ucksichtigen wir wei-
ter, da� das Produkt der Eigenwerte einer diagonalisierbaren Matrix gleich
ihrer Determinante ist, erhalten wir als Station�are{Phase{N�aherung

I �
X

rSjx0=0

f(x0) exp

�
i

~
S(x0)

�
(2�i~)n=2

jdetH(x0)j1=2
exp

�
�i�

2
k(x0)

�
;
(2.25)

wobei k(x0) die Anzahl der negativen Eigenwerte von H(x0) ist.
Von den gemachten N�aherungen k�onnen wir intuitiv erwarten, da� sie

um so besser sind, je kleiner ~ ist; und tats�achlich l�a�t sich zeigen ([Sir71]),
da� die Methode der station�aren Phase den f�uhrenden Term einer asym-
ptotischen Entwicklung in ~ liefert, d.h. da� der Fehler der N�aherung im
Grenzfall ~! 0 um O(~) kleiner ist als der N�aherungswert.

Wir benutzen nun die Feynmansche Pfadintegraldarstellung des Propa-
gators ([Fey48])

K(~x0t0; ~xt) =
Z
D (~x(t)) exp

(
i

~

Z t0

t
dtL

�
~x(t); _~x(t); t

�)
(2.26)

mit der klassischen Lagrangefunktion L.
Die Phase der Exponentialfunktion ist gegeben durch das Integral

R(~x0t0; ~xt) :=
Z t0

t
dtL

�
~x(t); _~x(t); t

�
�Ubertragen wir nun im semiklassischen Limes ~ ! 0 die Methode der sta-
tion�aren Phase formal auf das Pfadintegral, so erhalten wir die Stationa-
rit�atsbedingung

�

Z t0

t
dtL(~x; _~x; t) = 0 ;
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die nach dem Hamiltonschen Prinzip (in Lagrange{Formulierung) gerade die
klassischen Bahnen des Systems kennzeichnet.

Der semiklassische Propagator ist also gegeben durch die Van{Vleck{

Formel ([VVl28])

Kskl(~x
0t0; ~xt) = (2�i~)�n=2

X
klass.Traj.

q
jCj exp

�
i

~
R(~x0t0; ~xt)� i

�

2
�

�
:

(2.27)

Dabei ist die Summe zu erstrecken �uber alle klassischen Trajektorien von
(~xt) nach (~x0t0),

C = det
@2R

@~x0@~x

= det

�
� @~p

@~x0

�
mit ~p = �@R

@~x
Anfangsimpuls

=
1

det
�
�@~x0

@~p

�
ist ein Ma� f�ur die Teilchendichte, die sich zur Zeit t0 am Endort ~x0 ergibt,
wenn ein Ensemble klassischer Teilchen zur Zeit t am festgelegten Ort ~x,
aber mit gem�a� der Unsch�arferelation v�ollig unbestimmtem Impuls startet.
Wie zu erwarten, ist die Amplitude der Wellenfunktion der Wurzel aus der
Teilchendichte proportional.

� ist schlie�lich die Zahl der negativen Eigenwerte der zweiten Variation
von R nach ~x(t). Nach einem Satz von Morse ist dies gleich der Zahl von
Punkten auf der klassischen Bahn, in denen die Bahn eine Kaustik ber�uhrt,
also C =1 ist.

Durch eine Fouriertransformation analog zu (2.21) erhalten wir nun die
semiklassische Greensche Funktion

Gskl(~x
0~x;E) =

1

i~

Z 1

0
dtKskl(~x

0t; ~x0) exp
�
i
Et

~

�
; (2.28)

wobei das Integral in Station�are{Phase{N�aherung auszuf�uhren ist. Setzen
wir den semiklassischen Propagator (2.27) hier ein, so lautet die Phase im
Integranden R(~x0t; ~x0) +Et, die Stationarit�atsbedingung ist also

E = �@R
@t

:

Diese Bedingung w�ahlt gerade diejenigen klassischen Trajektorien aus Kskl

aus, deren Energie E ist.
F�ur Gskl erhalten wir also eine Summe �uber alle klassischen Bahnen von

~x nach ~x0, die in beliebiger Zeit, aber mit der Energie E durchlaufen werden:

Gskl(~x
0~x;E) =

2�

(2�i~)(n+1)=2

X
klass.Traj.

q
jDj exp

�
i

�
S

~
� �

�

2

��
:
(2.29)
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Dabei ist

S(~x0~x;E) = R(~x0t; ~x0) +Et =

Z
~p � d~x

die Wirkung entlang der Trajektorie,

D =
C

@2R
@t2

���
sP

= det

0@ @2S
@~x0@~x

@2S
@~x0@E

@2S
@E@~x

@2S
@E2

1A
und

� =

8<:� : @2R
@t2

���
sP
> 0

�+ 1 : @2R
@t2

���
sP
< 0

sind die Teilchendichte und die Zahl der ber�uhrten Kaustiken, die sich ana-
log zu C und � ergeben, wenn man die Berechnung auf die Energie�ache
einschr�ankt. Die Darstellung von D als (n+1){reihige Determinante ergibt
sich, wenn man die auftretenden Ableitungen von R durch Ableitungen von
S ausdr�uckt.

Zur Bestimmung der Zustandsdichte m�ussen wir nun die Spur der semi-
klassischen Greenschen Funktion bestimmen. Dazu bilden wir in Gskl den
Grenzwert f�ur ~x0 ! ~x und integrieren dann �uber ~x. Wenn ~x0 sehr nahe bei
~x liegt, ist immer ein direkter Weg klassisch m�oglich, au�erdem gibt es in
der Regel indirekte Wege, die die Umgebung des Startpunktes verlassen und
dann wieder dorthin zur�uckkehren.

Da die L�ange des direkten Weges im Grenzfall ~x0 ! ~x nicht gro� ist ge-
gen die de{Broglie{Wellenl�ange des Teilchens, l�a�t dieser Beitrag sich nicht
semiklassisch beschreiben. Man kann jedoch das Potential V (~x) in einem
hinreichend kleinen Raumbereich als konstant ansehen und die Berechnung
dieses Summanden damit auf die quantenmechanische Beschreibung der Be-
wegung eines freien Teilchens zur�uckf�uhren. Damit kann man die Berech-
nung analytisch durchf�uhren und erh�alt als Beitrag des direkten Weges zur
Zustandsdichte

�d(E) =
1

(2�~)n

Z
dnx dnp �

 
E � ~p 2

2m
� V (~x)

!

=
1

(2�~)n
d

dE

Z
dnx dnp�

 
E � ~p 2

2m
� V (~x)

!
| {z }
klassisch zug�angliches Phasenvolumen

(2.30)

mit der Heavysidefunktion �. Dieser Ausdruck ist als Weylsche Zustands-

dichte bekannt und gibt das aus der statistischen Mechanik bekannte Er-
gebnis wieder, da� im Mittel ein Quantenzustand auf das Phasenvolumen
(2�~)n enf�allt.
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In die Weylsche Zustandsdichte gehen keine individuellen Eigenschaften
der Dynamik eines konkreten Systems ein. Sie beschreibt daher ein f�ur alle
Systeme g�ultiges Verhalten der mittleren Zustandsdichte, w�ahrend die �ubri-
gen Bahnen charakteristische Variationen der Zustandsdichte verursachen.

Die Beitr�age der indirekten Wege sind nach (2.22) und (2.29) gegeben
durch

d0(E) = � 1

�
=
Z
dnx

X 2�

(2�i~)(n+1)=2

q
jDj

exp

�
i
S(~x~x;E)

~
� i

�

2
�

�
: (2.31)

Dabei erstreckt sich die Summe �uber alle geschlossenen Wege von ~x nach
~x. Wir f�uhren das Integral mit der Methode der station�aren Phase aus. Die
Stationarit�atsbedingung lautet hier

0 =
@

@~x
S(~x~x;E) =

@S

@~x

����
~x0=~x

+
@S

@~x0

����
~x0=~x

;

also

~p = ~p0 :

Es tragen also diejenigen Wege zur Zustandsdichte bei, die nicht nur im
Ortsraum geschlossen, sondern sogar periodisch sind.

Um den Beitrag einer periodischen Bahn genauer zu bestimmen, f�uhren
wir ein spezielles Koordinatensystem (x1; : : : ; xn) ein, so da� x1 entlang
der Bahn l�auft, x2; : : : ; xn transversal dazu. Damit gilt auf der periodischen
Bahn

@H

@~p
= _~x = ( _x1; 0; 0; : : : ) :

Mit dieser Beziehung folgt, wenn man die Hamilton{Jacobi{Gleichung

H

�
@S

@~x0
; ~x0
�
= E

nach xj ableitet,

@2S

@xj@x01
= 0 8j = 1 : : : n :

Analog kann man zeigen

@2S

@x1@x0j
= 0 8j = 1 : : : n ;

@2S

@x01@E
=

1

_x01
;

@2S

@x1@E
= � 1

_x1
:
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Damit gilt f�ur die Amplitude D

D =

0BBBBBBB@

0 0 0 � � � 0 1
_x01

0 �
...

�
@2S

@xi@x0j

�
i;j=2:::n

...
0 �
� 1

_x1
� � � � � � �

1CCCCCCCA
=

1

_x1 _x01
gdet @2S

@xi@x0j

!
:

(2.32)

Hier zeigt die Tilde an, da� i und j nur von 2 bis n laufen.
Die Wirkung S(~x~x;E) h�angt von x1 nicht ab. Entwickelt man sie um

einen Punkt ~x0 auf der periodischen Bahn, so erh�alt man

S(~x~x;E) = S(~x0~x0; E) +
1

2

gX
ij

Aij�xi�xj +O
�
�x3

�
mit �~x = ~x� ~x0 und

Aij =
@2S

@x0i@x
0
j

+ 2
@2S

@x0i@xj
+

@2S

@xi@xj
:

Setzt man dies in (2.31) ein, so lassen sich die Integrale �uber �x2 : : : �xn
als Fresnel{Integrale ausf�uhren. Mit der Beziehung

gdet� @2S
@xi@x0j

�
gdet (Aij)

=
1

det(M � 1)
;

die die auftretenden Amplituden mit der Monodromiematrix M der peri-
odischen Bahn verkn�upft und die man nachweisen kann, indem man die
Eintr�age der Monodromiematrix wie in Kapitel 2.2 durch die zweiten Ablei-
tungen von S ausdr�uckt, erhalten wir

d0(E) =
1

�~
<
X
pB

I
dx1

1

_x1

1pjdet(M � 1)j

exp

�
i

~
S(~x0~x0; E) � i

�

2
�� i

�

2
�

�
: (2.33)

Die Summe erstreckt sich hier �uber alle periodischen Bahnen des Systems,
die bei der Energie E existieren, � ist die Zahl der negativen Eigenwerte,
die bei der Integration auftreten.

Da S und M nicht von x1 abh�angen, k�onnen wir das Integral
H dx1

_x1
sofort ausf�uhren, es liefert die zum Durchlaufen der Bahn ben�otigte Zeit.
Wir haben allerdings zu beachten, da� sich die urspr�ungliche Integration
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einmal �uber den Ortsraum erstreckte; wenn unsere periodische Bahn sich
durch mehrfache Wiederholung einer primitiven periodischen Bahn ergibt,
liefert das Integral deshalb nur die Periodendauer der primitiven Bahn.

Damit erhalten wir schlie�lich die Gutzwillersche Spurformel

d0(E) =
1

�~
<
X
pB

T0pjdet(M � 1)j exp
�
i

~
S � i

�

2
�

�
:

(2.34)

Wenn man ein System mit zwei Freiheitsgraden betrachtet, kann man au-
�erdem schreiben det(M � 1) = TrM � 2, wie man anhand der in Kapitel
2.2 bestimmten m�oglichen Paare von Eigenwerten von M leicht �uberpr�ufen
kann.

Damit ist die quantenmechanische Zustandssumme durch die Wirkun-
gen S, die Monodromiematrizen M , die primitiven Perioden T0 und die
sogenannten Maslov{Indizes � = � + � der klassischen periodischen Bah-
nen ausgedr�uckt. Die Berechnung dieses Ausdruckes kann ausschlie�lich mit
Hilfsmitteln der klassischen Mechanik erfolgen.

Wir haben die Spurformel abgeleitet, ohne dabei die Konvergenz der
auftretenden Reihenentwicklungen zu untersuchen. Tats�achlich ist die An-
wendbarkeit der Endformel aus zwei Gr�unden eingeschr�ankt:

� In chaotischen Systemen nimmt die Anzahl periodischer Bahnen mit
wachsender Periode T0 exponentiell zu, so da� die Reihe (2.34) im all-
gemeinen divergiert. Man behilft sich hier, indem man nur Bahnen mit
einer Periodendauer unterhalb einer maximalen Periode Tmax ber�uck-
sichtigt.

Da in linearer N�aherung gilt S(E) � S(E0) + T � (E � E0), bewirkt
jede Bahn eine Oszillation der Zustandsdichte mit der Frequenz T=~.
Das Abschneiden bei Tmax entspricht daher einer Mittelung der Zu-
standsdichte �uber Energieintervalle der Breite Tmax=~. Diese Mitte-
lung macht die Reihe (2.34) endlich, verhindert aber, da� einzelne
Energieniveaus im Spektrum aufgel�ost werden k�onnen.

Techniken, die diese Einschr�ankung zu umgehen erlauben und einzelne
Energieeigenwerte semiklassisch zug�anglich machen, sind Gegenstand
aktueller Forschung. Beispiele, die auf verschiedene Klassen von Syste-
men anwendbar sind, sind das Verfahren der cycle expansion f�ur Syste-
me, deren periodische Bahnen durch einen symbolischen Code charak-
terisiert werden k�onnen ([Cvi89], [Art90]), und Verfahren auf Grund-
lage der harmonischen Inversion f�ur skalierende Systeme ([Mai98b]).

� Wir haben in der Herleitung vorausgesetzt, da� die periodischen Bah-
nen im Phasenraum isoliert liegen, so da� die Station�are{Phase{Ent-
wicklung um jede Bahn einzeln durchgef�uhrt werden kann. Dies ist
in der N�ahe einer Bifurkation, in der verschiedene Bahnen kollidie-
ren, nicht der Fall, so da� die Spurformel hier versagt. Wie in Kapitel
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2.2 bemerkt, ist bei einer Periodenver-m-fachung die m-te Potenz der
Monodromiematix einer Bahn gleich der Einheitsmatrix, so da� der
Nenner in (2.34) verschwindet. Ein Verfahren, um die dadurch verur-
sachte Divergenz der Spurformel zu beseitigen, soll in dieser Arbeit
untersucht werden.



Kapitel 3

Das diamagnetische

Keplerproblem

3.1 Die Hamiltonfunktion

Zur Beschreibung des Wassersto�atoms im �au�eren homogenen Magnetfeld
nehmen wir den Atomkern als unendlich schwer an und betrachten das Elek-
tron als strukturlose Punktladung, die sich im Coulomb{Feld des Kerns und
unter dem Einu� der Lorentzkraft bewegt. Die Hamiltonfunktion des Pro-
blems lautet also in atomaren Einheiten1

H =
1

2

�
~p+ ~A

�2 � 1

r
(3.1)

mit dem Vektorpotential in symmetrischer Eichung

~A =
1

2
~B � ~x

und r = j~xj.
Wir w�ahlen die Richtung des Magnetfeldes als z{Richtung und bezeich-

nen seine St�arke mit :

~B = ~ez :

Damit lautet die Hamiltonfunktion

H =
~p 2

2
+


2
Lz +

2

8

�
x2 + y2

�
� 1

r
; (3.2)

1Das bedeutet: Wir messen Massen in Einheiten der Elektronenmasse me = 9:1095 �
10�31kg, Ladungen in Einheiten der Elektronenladung e = 1:6022 � 10�19C, L�angen in

Bohrschen Radien a0 = 4�"0~
2

mee2
= 5:2918 � 10�11m und Energien in Hartree 1Ht =

mee
4

(4�"0)2~2
= 27:212eV. Aus diesen Festlegungen folgt, da� Wirkungen in Einheiten von

~ und Magnetfelder in Einheiten von B0 =
m2e3

(4�"0)2~3
= 2; 3505 � 105T zu messen sind.

20
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wobei Lz = ~ez � (~x� ~p) der Drehimpuls in z{Richtung ist.
F�ur das diamagnetische Keplerproblem ist die Energie E = H Konstante

der Bewegung. Die Dynamik des Systems h�angt also von den beiden Para-
metern E und  ab. Wir k�onnen die Situation jedoch vereinfachen durch die
Skalierung

~x7! ~x~ = 2=3~x ~p 7! ~p~= �1=3~p
H 7! ~H= �2=3H t7! ~t = t

S 7! S~= 1=3S

(3.3)

Bei dieser Transformation wird das Integral des Hamiltonschen Prinzips
(2.1) mit 1=3 multipliziert, die Variationsbedingung und damit die Dynamik
des Systems werden also nicht beeinu�t.

Ausgedr�uckt durch die neuen Gr�o�en hat die Hamiltonfunktion die Ge-
stalt

~H =
~p~
2

2
+

~Lz
2

+
1

8

�
~x2 + ~y2

�
� 1

~r

= ~E = �2=3E ;

(3.4)

h�angt also nur noch von dem einen Parameter ~E ab.
Wir gehen nun �uber zu semiparabolischen Koordinaten � =

p
~r + ~z; � =p

~r � ~z und dem Azimuthwinkel ' um die z{Achse. In diesen Koordinaten
erhalten wir als Hamiltonfunktion

~H =
p2� + p2�

2 (�2 + �2)
+

~Lz
2�2�2

+
~Lz
2

+
1

8
�2�2 � 2

�2 + �2
: (3.5)

Da das betrachtete System rotationssymmetrisch um die Richtung des
Feldes ist, ist p' = ~Lz Konstante der Bewegung. Wir beschr�anken uns hier
auf die Untersuchung von Bahnen mit ~Lz = 0.

Die aus der Hamiltonfunktion (3.5) folgenden Bewegungsgleichungen
sind numerisch nur schwer behandelbar, da das Coulomb{Potential f�ur r = 0
singul�ar wird. Um diese Singularit�at zu beseitigen, f�uhren wir einen neuen
Bahnparameter � durch die Vorschrift

dt = 2r d� =
�
�2 + �2

�
d�

ein. Wie aus dem Hamiltonschen Prinzip (2.1) folgt, m�ussen wir gleichzeitig
~H dt
d� = 2r ~H als neue Hamiltonfunktion w�ahlen. Eine Neugruppierung der

auftretenden Terme ergibt die endg�ultige Hamiltonfunktion

H =
p2� + p2�

2
� ~E

�
�2 + �2

�
+
1

8
�2�2

�
�2 + �2

�
� 2 : (3.6)

In dieser neuen Hamiltonfunktion tritt die skalierte Energie ~E als Parame-
ter auf; ihr Funktionswert ist hingegen fest vorgegeben und ist gleich 2 zu
w�ahlen.
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Aus dieser Hamiltonfunktion folgen die Bewegungsgleichungen

�0 = @H
@p�

= p�

� 0 = @H
@p�

= p�

p0� =�@H
@�= 2 ~E�� 1

4��
2
�
2�2 + �2

�
p0� =�@H

@� = 2 ~E� � 1
4�

2�
�
�2 + 2�2

�
(3.7)

Hier bezeichnet der Strich die Ableitung nach � .
Diese Bewegungsgleichungen sind frei von Singularit�aten und lassen sich

daher einfach numerisch integrieren. Wir verwenden hierzu das Pr�adiktor{
Korrektor{Verfahren 6. Ordnung nach Adams und Bashforth (vgl. [Sch88]).

3.2 Die betrachtete Bifurkation

Das diamagnetische Keplerproblem, das durch die Hamiltonfunktion (3.6)
beschrieben wird, zeigt einen �Ubergang zwischen regul�arer Dynamik bei
stark negativer skalierter Energie ~E ! �1 und chaotische Dynamik bei
~E � 0 und dar�uber (siehe dazu [Has89]). Dementsprechend existieren bei
~E ! �1 nur drei periodische Bahnen, w�ahrend die Zahl periodische Bahnen
bei h�oherer skalierter Energie exponentiell zunimmt.

Unter den periodischen Bahnen, die bei jeder skalierten Energie existie-
ren, ist eine zum Magnetfeld parallele Bahn. Dies ist eine reine Coulomb{
Bahn, da bei einer Bewegung parallel zum Feld keine Lorentzkraft auftritt.
Diese Bahn ist f�ur kleine skalierte Energie stabil und wird f�ur ~E % 0 un-
endlich oft instabil und wieder stabil (vgl. [Win87]).

Zum ersten Mal wird die zum Magnetfeld parallele Bahn bei ~E = �0:391
instabil. In dieser Bifurkation entstehen eine stabile und eine instabile peri-
odische Bahn. Die stabile Bahn wird wegen ihrer Aussehens als Ballon{Bahn
oder mit einem von Eckhardt und Wintgen ([Eck90]) entwickelten symboli-
schen Code als

"
0�\ bezeichnet. Sie ist in Abb. 3.1 dargestellt.

Wie in Kapitel 2.2 erl�autert, wird die Stabilit�at der periodischen Bahn
von der Spur ihrer Monodromiematrix bestimmt. Wie man in Abb. 3.2 er-
kennt, ist diese gleich 2, wenn die Bahn entsteht und nimmt dann monoton
ab. Bei ~E = �0:291 ist die Spur gleich �2, und die Bahn wird instabil. Da-
zwischen treten alle in Kapitel 2.2 beschriebenen Periodenvervielfachungen
auf. Wir betrachten hier die Periodenvervierfachung, die nach (2.12) in der
Nullstelle der Spur bei ~Ec = �0:342025 eintritt.

F�ur ~E > ~Ec existieren zwei reelle Satellitenbahnen, von denen eine stabil,
die andere instabil ist. Sie sind in Abb. 3.3 dargestellt. Wenn man beachtet,
da� wegen der Symmetrie der semiparabolischen Koordinaten (vgl. Anhang
A) zwei Perioden der Ballon{Bahn abgebildet sind, so erkennt man, da� die
Satellitenbahnen erwartungsgem�a� die vierfache Periode haben. Vergleicht
man die Bahnverl�aufe bei verschiedenen Energien, so ist weiterhin zu sehen,
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Abbildung 3.1: Die Ballon{Bahn in semiparabolischen (links) und zylindri-
schen (rechts) Koordinaten.
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Abbildung 3.2: Spur der Monodromiematrix der Ballon{Bahn.

da� die Satellitenbahnen der zentralen Bahn f�ur ~E & ~Ec immer �ahnlicher
werden und f�ur ~E = ~Ec schlie�lich mit ihr kollidieren.

F�ur ~E < ~Ec existieren diese Satellitenbahnen nicht mehr. L�a�t man
jedoch zu, da� alle Koordinaten und Impulse auch komplexe Werte anneh-
men d�urfen, so kann man auch in diesem komplexi�zierten Phasenraum nach
periodischen L�osungen der Bewegungsgleichungen (3.7), sogenannten Gei-

sterbahnen, suchen. Es stellt sich dann heraus, da� unterhalb von ~Ec zwei
Geisterbahnen existieren, die man als Vorg�anger der reellen Satellitenbah-
nen ansehen kann und von denen wiederum eine stabil, die andere instabil
ist.

Da die Hamiltonfunktion (3.6) reell ist, ist mit jeder gefundenen Geister-
bahn auch die konjugiert komplexe Bahn L�osung der Bewegungsgleichungen
(3.7); Geisterbahnen treten deshalb in der Regel paarweise auf. In unserem
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Abbildung 3.3: Reelle Satellitenbahnen bei der Periodenvervierfachung der
Ballon{Bahn. ausgezogen: stabil, gestrichelt: instabil. Zum Vergleich: punk-
tiert: Ballon{Bahn.
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Abbildung 3.4: Verlauf der Geisterbahnen bei ~E = �0:343 > ~E0c. Durch-
gezogen: stabile Geisterbahn, gestrichelt: �au�ere Bahn, punktiert: instabile
Geisterbahn.
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Abbildung 3.5: Verlauf der Geisterbahnen bei ~E = �0:344 < ~E0c. Durchge-
zogen und gestrichelt: asymmetrische Bahnen, punktiert: instabile Geister-
bahn.
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Fall stellt sich jedoch heraus, da� die konjugiert komplexe einer Geisterbahn
jeweils mit der Ausgangsbahn �ubereinstimmt, wobei nur der Anfangspunkt,
von dem aus die Bahn durchlaufen wird, um eine halbe Periode zu ver-
schieben ist. Unsere beiden Geisterbahnen haben deshalb keine konjugiert
komplexen Partner. Weiterhin folgt, da� die Wirkungen und Periodendau-
ern der Geisterbahnen bei Komplexkonjugation in sich �ubergehen, also reell
sein m�ussen.

Damit sind alle an der Periodenvervierfachung unmittelbar beteiligten
Bahnen beschrieben. Nur wenig unterhalb von ~Ec, bei ~E

0
c = �0:343605, tritt

jedoch eine weitere Bifurkation auf, an der nur Geisterbahnen beteiligt sind.
Hier kollidiert n�amlich die stabile Geisterbahn mit einer weiteren komplexen
Bahn, die ebenfalls durch Komplexkonjugation in sich �ubergeht und die ich
im weiteren die �au�ere Bahn nennen werde, und die beiden Bahnen verlieren
diese Konjugationssymmetrie. Es entsteht ein Paar zueinander konjugiert
komplexer Geisterbahnen, die asymmetrische Bahnen hei�en sollen.

Eine entsprechende Bifurkation, in der die instabile Geisterbahn ihre
Konjugationssymmetrie verlieren w�urde, tritt oberhalb einer skalierten Ener-
gie von ~E = �0:4 nicht auf.

Abb. 3.4 und 3.5 zeigen den Verlauf aller an der Bifurkation beteiligten
Geisterbahnen.

F�ur alle betrachteten Bahnen wurden die Wirkung, die Periodendau-
er und die Stabilit�atsparameter in Abh�angigkeit von der skalierten Energie
numerisch bestimmt. Abb. 3.6{3.8 zeigen die Ergebnisse. Da bei ~Ec eine
Periodenvervierfachung vorliegt, sind in allen Diagrammen die Daten f�ur
vier Uml�aufe um die zentrale Ballon{Bahn aufgetragen. Abb. 3.6 zeigt statt
der Wirkung selbst die Di�erenz zwischen der Wirkung einer Satelliten-
bahn und der vierfachen Wirkung der Ballon{Bahn, da zur Bestimmung ei-
ner gleichm�a�igen N�aherung f�ur die Zustandsdichte diese Di�erenz ben�otigt
wird.
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Abbildung 3.6: Wirkungsdi�erenzen, bezogen auf die vierfache Wirkung der
Ballon{Bahn, der an der Bifurkation beteiligten Bahnen. Ausgezogen: reelle
Bahnen, gestrichelt: Geisterbahnen mit reeller Wirkung, punktiert: Geister-
bahnen mit komplexer Wirkung
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Abbildung 3.7: Periodendauern der an der Bifurkation beteiligten Bahnen.
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Abbildung 3.8: TrM � 2 der an der Bifurkation beteiligten Bahnen.



Kapitel 4

Normalformtheorie und

Bifurkationen

4.1 Birkho�{Gustavson{Normalform

Wie wir gesehen haben, versagt die Gutzwillersche Spurformel (2.34) in
der N�ahe von Bifurkationen, wenn die periodischen Bahnen des klassischen
Systems nicht als voneinander isoliert betrachtet werden k�onnen. Um das
Problem zu l�osen, ben�otigen wir also ein Verfahren, das es erm�oglicht, die
Struktur des Phasenraumes in der N�ahe einer periodischen Bahn genauer
zu beschreiben. Dies leistet die Normalformtheorie. Eine Beschreibung des
Verfahrens �ndet sich in [Arn88a, Anhang 7] und [Alm88, Kapitel 2.5 und
4.2].

Wir f�uhren die Normalformtransformation hier nur f�ur Systeme mit zwei
Freiheitsgraden durch, obwohl die wichtigsten Schritte des Verfahrens auch
auf h�oherdimensionale Systeme anwendbar sind. Wie in Kapitel 2.2 bereits
bemerkt, zeigen nur stabile periodische Bahnen Bifurkationen; wir werden
daher nur diesen Fall betrachten.

Als ersten Schritt f�uhren wir in einer Umgebung der betrachteten peri-
odischen Bahn ein kanonisches Koordinatensystem (#; p#; q; p) mit folgenden
Eigenschaften ein (vgl. [Arn88b, Chapter 7.4, Proposition 1]):

� Die Koordinate # l�auft entlang der periodischen Bahn, die Koordinate
q senkrecht dazu, so da� die Phasenraumpunkte auf der periodischen
Bahn gekennzeichnet sind durch q = 0 und p = 0.

� # nimmt Werte zwischen 0 und 2� an, und auf der periodischen Bahn
gilt bei geeigneter Wahl des Zeitnullpunktes

# =
2�

T
t ;

wobei T die Periodendauer der periodischen Bahn ist.

31
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� F�ur alle Anfangsbedingungen in der Umgebung und 0 � t � T ist die
Funktion #(t) invertierbar.

Wir schr�anken die Betrachtung nun auf eine dreidimensionale Ener-
gie�ache zu einer festen Energie E ein und dr�ucken q und p als Funktionen
von # aus.

Das Integral des Hamiltonschen Prinzips (2.1) l�a�t sich umformen gem�a�Z
~p � d~q �H dt =

Z
p dq + p# d#�H dt

=

Z
p dq � p# d(�#) �Et :

(4.1)

Der letzte Summand in diesem Ausdruck ist eine Konstante, die zur Varia-
tion des Integrals nicht beitr�agt, daher gilt f�ur die Bahn des Systems:

�

Z
p dq � p# d(�#) = �

Z
~p � d~q �H dt = 0 : (4.2)

Nach dem Hamiltonschen Prinzip bedeutet dies:
Die Bewegung senkrecht zur zentralen periodischen Bahn wird beschrieben
durch Hamiltonsche Bewegungsgleichungen mit der

"
Zeit\{Koordinaten �#

und der Hamiltonfunktion p#.
p# ist dabei mit Hilfe der Gleichung

H (#; p#; q; p) = E

als Funktion der Koordinaten q; p, der Zeit # und der Energie E des ur-
spr�unglichen Systems, die hier als Parameter auftritt, auszudr�ucken. Nach
der Konstruktion des Koordinatensystems ist p# 2�{periodisch in #.

Durch dieses als isoenergetische Reduktion bezeichnete Verfahren ist es
also gelungen, die Dynamik eines autonomen Hamiltonschen Systems mit
zwei Freiheitsgraden in der N�ahe einer periodischen Bahn auf diejenige ei-
nes Systems mit einem Freiheitsgrad und 2�{periodischer Zeitabh�angigkeit
zur�uckzuf�uhren. Die Hamiltonfunktion dieses Systems bezeichnen wir im
folgenden mit �, Koordinate und Impuls mit q bzw. p.

Der Punkt p = q = 0 entspricht der periodischen Bahn des Ausgangs-
systems und bildet daher eine Gleichgewichtslage des reduzierten Systems.
Wir entwickeln die Hamiltonfunktion um diesen Punkt in eine Taylorreihe
bez�uglich p und q und in eine Fourierreihe bez�uglich #:

�(p; q; #) =
!

2
(p2 + q2) +

1X
�+�=3

1X
l=�1

���lp
�q� exp(il#) :

(4.3)

F�ur die weitere Vereinfachung ist es zweckm�a�ig, von p und q auf die
Koordinaten

z = p+ iq z� = p� iq
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�uberzugehen. Diese Transformation ist nicht kanonisch, z und z� erf�ullen
jedoch Hamiltonsche Bewegungsgleichungen mit z als Koordinate, z� als
Impuls und der neuen Hamiltonfunktion

� = �2i�

= �i!zz� +
1X

�+�=3

1X
l=�1

���lz
�z�� exp(il#)

=
1X

�+�=2

1X
l=�1

���lz
�z�� exp(il#) :

(4.4)

Von Birkho� ([Bir27, Kapitel 3]) und Gustavson ([Gus66]) wurde ein
Verfahren entwickelt, mit dem sich die Terme niedriger Ordnung in p und q
in dieser Reihe systematisch durch kanonische Transformationen beseitigen
lassen. Um die Terme der Ordnung �+ � = k zu beseitigen, verwenden wir
eine Transformation mit der erzeugenden Funktion

F2(Z
�; z; #) = �zZ� �

X
�+�=k

1X
l=�1

F��lz
�Z�� exp(il#) (4.5)

mit

F��l = � i���l
!(�� �)� l

; (4.6)

also die Transformation

Z = �@F2

@Z�
= z

�
1 +

X
�F��lz

��1Z���1 exp(il#)
�

z� = �@F2

@z
= Z�

�
1 +

X
�F��lz

��1Z���1 exp(il#)
�
;

(4.7)

wenn die neuen Koordinaten mit Z;Z� bezeichnet werden.
Aus diesen Transformationgleichungen folgt

z =
Z

1 +
P
�F��lz��1Z���1 exp(il#)

= Z �
X

�F��lz
��1ZZ���1 exp(il#) + : : :

(4.8)

und damit

zz� = ZZ� +
X

(�� �)F��lZ
�Z�� exp(il#) + : : : ; (4.9)

wobei die Punkte jeweils f�ur Terme von h�oherer Ordnung als k stehen.
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F�ur die neue Hamiltonfunktion erh�alt man

�0 = �� @F2

@t
= �i!zz� +Terme der Ordnung < k

+
X

�+�=k

l

n
���lz

�z�� + ilF��lz
�Z�

o
exp(il#)

+ Terme h�oherer Ordnung

= �i!ZZ� � i!
X

(�� �)F��lZ
�Z�� exp(il#)

+ Terme der Ordnung < k

+
X

f���l + ilF��lgZ�Z�� exp(il#)

+ Terme h�oherer Ordnung

= �i!ZZ� +Terme der Ordnung < k

� i
X

f(!(�� �)� l)F��l + i���lgZ�Z�� exp(il#)

+ Terme h�oherer Ordnung :

(4.10)

Die Summanden von Ordnung kleiner als k in der Entwicklung (4.4) bleiben
bei der Transformation also unver�andert, w�ahrend wegen (4.6) der Term
(��l) in (4.5) gerade den Term (��l) in der Entwicklung der Hamiltonfunk-
tion beseitigt.

Selbstverst�andlich d�urfen in die Summe in (4.5) nur solche Terme ein-
bezogen werden, f�ur die der Nenner in (4.6) von Null verschieden ist. Die
resonanten Terme, f�ur die !(� � �) � l = 0 ist, k�onnen daher aus der Ent-
wicklung (4.4) nicht beseitigt werden.

F�ur irrationale ! sind nur die Terme mit � = � und l = 0 resonant, die
Hamiltonfunktion (4.4) kann also auf die Form

� = �i!zz� + �2(zz
�)2 + � � �+ �k(zz

�)[k=2] +O((z + z�)k+1)
(4.11)

mit beliebig gro�em k gebracht werden.
F�ur rationale ! treten weitere resonante Terme auf, die Normalform wird

also komplizierter als in (4.11). Diese zus�atzlichen Terme m�ussen wir auch
beibehalten, wenn wir das Verhalten des Systems in der N�ahe einer Resonanz
diskutieren wollen.

Sei also jetzt !� n
m mit teilerfremden nat�urlichen Zahlen n und m. Die

Resonanzbedingung !(�� �)� l = 0 lautet dann

n(�� �) = ml ; (4.12)

es treten also auch zeitabh�angige resonante Terme mit l 6= 0 auf. Diese Zeit-
abh�angigkeit l�a�t sich jedoch beseitigen durch �Ubergang in ein rotierendes



4.1. BIRKHOFF{GUSTAVSON{NORMALFORM 35

Koordinatensystem, also durch die Transformation

Z = z exp(in#=m) Z� = z� exp(�in#=m) ; (4.13)

die erzeugt wird durch

F2 = �Z�z exp(in#=m) :

Die resonanten Terme transformieren sich dabei wie

z�z�� exp(il#) = Z� exp(�in#�=m)Z�� exp(in#�=m) exp(il#)

= Z�Z�� exp(�ifn(� � �)�mlg#=m)

= Z�Z�� :

Demnach werden alle resonanten Terme zeitunabh�angig, w�ahrend die nicht-
resonanten Terme eine Zeitabh�angigkeit mit der Periode 2k� bekommen.

Die Hamiltonfunktion selbst transformiert sich wie

�0 = �� @F2

@t

= �+ i
n

m
Z�z exp(int=m)

= �+ i
n

m
ZZ�

= �i
�
! � n

m

�
ZZ� + �2(ZZ

�)2 + : : :

+weitere resonante Terme

+ nichtresonante Terme h�oherer Ordnung :

Im harmonischen Anteil der Hamiltonfunktion wird also die Frequenz !
ersetzt durch einen kleinen Parameter 2" = !� n

m , der den Abstand von der
Resonanz mi�t.

Da es uns nur auf eine lokale Beschreibung des Systems in der N�ahe
der Gleichgewichtslage z = z� = 0 ankommt, k�onnen wir die Normalform-
transformation bei einem geeigneten k abbrechen und die verbleibenden Ter-
me h�oherer Ordnung vernachl�assigen. Wir erhalten dann eine

"
idealisierte\

Hamiltonfunktion, die die tats�achliche Hamiltonfunktion in der N�ahe der
Gleichgewichtslage quantitativ gut ann�ahert.

Zum Schlu� der Normalformtransformation gehen wir wieder zu den ur-
spr�unglichen reellen Koordinaten p und q oder zu kanonischen Polarkoordi-

naten I und � mit

p =
p
2I cos' ; q =

p
2I sin' ;

z =
p
2I exp(i') ; z� =

p
2I exp(�i') ;

I =
1

2
(p2 + q2) =

1

2
zz�

(4.14)
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�uber.
Wir erhalten auf diese Weise eine Auswahl der

"
wesentlichen\ Terme

niedriger Ordnung in der Hamiltonfunktion, die das Verhalten des Systems
in der N�ahe der periodischen Bahn bestimmen.

Gem�a� der Resonanzbedingung (4.12) und da n und m teilerfremd sind,
ist f�ur alle resonanten Terme � � � = rm mit r 2 Z ein Vielfaches von m.
Ein resonanter Term hat also die Gestalt

z�z�� =
�p

2I
��+�

exp fi(� � �)'g

=
�p

2I
�k

exp firm'g

und ist 2�
m {periodisch in '. Au�erdem erf�ullen alle resonanten Terme die

Bedingungen

jrmj = j�� �j � �+ � = k ;

� =
1

2
(k + rm) 2 Z ;

� =
1

2
(k � rm) 2 Z :

Damit ergibt sich f�ur die reelle Normalform die Gestalt

� =
X
k

ckI
k +

X
k

X
0<rm�k

k�rm gerade

p
I
kh
dk cos(rm') + d0k sin(rm')

i
:
(4.15)

Da die so erhaltene Hamiltonfunktion von der Zeitkoordinaten # un-
abh�angig ist, ist sie Konstante der Bewegung. Alle die Punkte, die eine
Bahn mit vorgegebener Anfangsbedingung erreichen kann, sind also durch
eine Niveaulinie der Hamiltonfunktion gegeben. Ein Konturplot der Hamil-
tonfunktion zeigt daher Linien, die man auch in einer Poincar�e{Schnittebene
des Ausgangssystems erkennen wird.

Als Beispiel und um die in Kapitel 3.2 dargestellte Bifurkation beschrei-
ben zu k�onnen, behandeln wir hier eine Resonanz vierter Ordnung, dh. mit
m = 4. Bei einer Entwicklung der Hamiltonfunktion bis in 6. Ordnung er-
weisen sich folgende Terme als resonant:

� =� i

�
! � n

4

�
zz� Ordnung 2

+ �2(zz
�)2 + �4;0;nz

4 + �0;4;�nz�4 4

+ �3(zz
�)3 + �5;1;nz

5z� + �1;5;�nzz�5 : 6
(4.16)

Die reelle Normalform der Hamiltonfunktion ergibt sich zu

� = "I

+aI2 + bI2 cos(4') + b0I2 sin(4')

+cI3 + dI3 cos(4') + eI3 sin(4')

(4.17)
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mit " = 1
2(! � n

4 ) und geeigneten reellen Koe�zienten a; b; b0; c; d; e.
Die Bedeutung dieser Terme werden wir in den folgenden Abschnitten

diskutieren.

4.2 Die Normalform der Wirkungsfunktion

Durch Integration der Bewegungsgleichungen bis zu Termen der ben�otigten
Ordnung erh�alt man eine Normalform f�ur die erzeugende Funktion Ŝ(I 0; ')
der Poincar�e{Abbbildung f�ur m Uml�aufe um die zentrale periodische Bahn.
Es ergibt sich

Ŝ(I 0; ') = �I 0'� �(I 0; ') + S0(E) (4.18)

= �I 0'� "I 0 +O
�
I 02
�
+ S0(E) :

Dabei ist � eine Funktion, die die Gestalt der Normalform (4.15) hat.
Der f�uhrende Term dieser Entwicklung beschreibt f�ur " = 0 die identische

Abbildung. Dem entspricht die Tatsache, da� die Monodromiematrix derm{
fach wiederholten zentralen Bahn in der Resonanz gleich der Einheitsmatrix
ist.

Wir k�onnen demnach annehmen, da� die Gr�o�e Ŝ + I 0' mit geeigneten
Koe�zienten durch die Normalform gegeben ist.

Periodische Bahnen des Ausgangssystems entsprechen Fixpunkten der
Poincar�e{Abbbildung, die gegeben sind durch die Beziehungen

I= �@Ŝ
@' = I 0 � @�

@'
!
= I 0 ) @�

@'= 0 ;

'0= � @Ŝ
@I0= '0 � @�

@I0
!
= ' ) @�

@I0= 0 :
(4.19)

Demnach entsprechen periodische Bahnen station�aren Punkten der Normal-
form.

In diesen station�aren Punkten ist au�erdem Ŝ + I 0' = Ŝ + I'0 = S
gleich der Wirkung der periodischen Bahn. Diese Tatsache erkl�art auch,
warum in (4.18) der Summand S0(E), die m{fache Wirkung der zentralen
Bahn, hinzugef�ugt wurde, obwohl er die von Ŝ erzeugte Transformation nicht
beeinu�t.

4.3 Generische Bifurkationen

In niedrigster Ordnung lautet die Normalform (4.17)

� = "I =
"

2
(p2 + q2) : (4.20)

Dies ist die Hamiltonfunktion eines harmonischen Oszillators, sie beschreibt,
wie Bahnen, die in der N�ahe der zentralen periodischen Bahn starten, sich
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mit der Frequenz ! + ", bzw. im rotierenden Koordinatensystem mit der
Frequenz ", um diese Bahn herumwinden.

In zweiter Ordnung in I treten in der Normalform winkelabh�angige Ter-
me auf. F�ur beliebige Resonanzen beschreibt die niedrigste Ordnung der
Normalformentwicklung, in der solche nichttrivialen Terme auftreten, die
von Mayer ([May70]) klassi�zierten generischen Bifurkationen des Systems,
dh. diejenigen Bifurkationen, mit deren Auftreten man zu rechnen hat, wenn
man einen einzigen Parameter eines Systems mit zwei Freiheitsgraden und
ohne spezielle Symmetrien variiert.

Wie Mayer zeigte, gibt es f�ur jede Ordnung m der Resonanz nur eine,
oder im Fall m = 4 ausnahmsweise zwei, M�oglichkeiten, wie die Bifurkation
erfolgt. F�ur m = 4 wollen wir diese M�oglichkeiten untersuchen.

Die Normalform (4.17) lautet bis zu zweiter Ordnung in I

� = "I + aI2 + bI2 cos(4') + b0I2 sin(4') : (4.21)

Durch geeignete Wahl einer Bezugsrichtung f�ur denWinkel ', also die Trans-
formation ' 7! ' + '0, kann man den zu sin(4') proportionalen Term eli-
minieren, wir k�onnen also b0 = 0 setzen. Damit nimmt die Normalform die
Gestalt

� = "I + aI2 + bI2 cos(4') (4.22)

an.

Um die periodischen Bahnen unseres Systems zu �nden, m�ussen wir die
station�aren Punkte dieser Normalform bestimmen. Die zentrale Bahn, um
die herum wir entwickelt haben, liegt bei I = 0 und macht sich nicht als
station�arer Punkt bemerkbar, da die Transformation (4.14) auf Polarkoor-
dinaten in diesem Punkt singul�ar wird.

F�ur I 6= 0 haben wir die Gleichungen

0
!
=
@�

@'
= �4bI2 sin(4') ;

0
!
=
@�

@I
= "+ 2aI + 2bI cos(4') :

(4.23)

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt sin(4') = 0, also cos(4') = � =
�1. Die zweite Gleichung liefert dann

I� = � "

2(a+ �b)
: (4.24)

Zu jeder Wahl von � geh�oren vier verschiedene Winkel ', 0 � ' < 2�,
mit sin(4') = 0 und cos(4') = �, also vier verschiedene station�are Punk-
te im Poincar�eschnitt. Diese station�aren Punkte geh�oren alle zu derselben
periodischen Bahn, die die vierfache Periode hat wie die zentrale Bahn.
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Abbildung 4.1: Konturplots der Normalform (4.22) f�ur den Fall der Island{
Chain{Bifurkation. Mittleres Bild: " = 0, links davon " < 0, rechts " > 0.

F�ur reelle periodische Bahnen ist I = 1
2(p

2 + q2) immer positiv reell.
Wenn wir in (4.24) eine negative L�osung f�ur I� erhalten, zeigt das also
an, da� wir es mit einer komplexen periodischen Bahn zu tun haben. Die
Wirkung der jeweiligen Bahn, die wir nach Kapitel 4.2 mit dem station�aren
Wert �(I�) der Normalform identi�zieren k�onnen, ist reell, falls I� reell ist;
ein negativ reelles I� bedeutet also eine komplexe Bahn mit reeller Wirkung.

Wir haben nun zwei F�alle zu unterscheiden:

� jaj > jbj: Island{Chain{Bifurkation
In diesem Fall haben a+ b und a� b gleiches Vorzeichen, n�amlich das
Vorzeichen von a. F�ur sign " = � signa sind beide L�osungen I� aus
(4.24) positiv, f�ur sign " = signa sind sie negativ. Daher liegen auf
einer Seite der Resonanz zwei reelle Satellitenbahnen vor, von denen
eine stabil und die andere instabil ist. F�ur " ! 0 ziehen sie sich auf
die zentrale Bahn zusammen und erscheinen auf der anderen Seite der
Resonanz als komplexe Bahnen wieder.

Abb. 4.1 zeigt eine Folge von Konturplots der Normalform f�ur verschie-
dene ", die wir als Folge von Poincar�eschnitten auffassen. Man erkennt
f�ur " < 0 einen einzigen elliptischen Fixpunkt in der Mitte des Bildes,
der der zentralen stabilen Bahn entspricht. F�ur " > 0 treten zus�atzlich
je vier elliptische und hyperbolische Fixpunkte auf, die der stabilen
bzw. der instabilen Satellitenbahn entsprechen. Wegen des Aussehens
dieser Abbildung nennt man die hier vorliegende Bifurkation Island{

Chain{Bifurkation. Eine solche Bifurkation liegt in dem in Kapitel 3.2
beschriebenen Beispiel bei der Energie Ec vor.

� jaj < jbj: Touch{and{Go{Bifurkation
In diesem Fall haben a+ b und a� b unterschiedliche Vorzeichen. F�ur
jedes " ist also genau eine der beiden Satellitenbahnen reell. Geht "
durch 0, so wird die bislang reelle Bahn komplex, w�ahrend gleichzeitig
die bislang komplexe Bahn reell wird.

Abb. 4.2 zeigt eine Folge von Konturplots f�ur diesen Fall. F�ur alle " ist
der zentrale elliptische Fixpunkt von vier hyperbolischen Fixpunkten
umgeben, die anzeigen, da� jeweils eine instabile reelle Satellitenbahn
existiert. Die Fixpunkte liegen f�ur " > 0 bei anderen Winkeln als bei
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Abbildung 4.2: Wie 4.1 f�ur den Fall der Touch{and{Go{Bifurkation.

" < 0, es handelt sich also um die Bahn mit anderem �. Die hier
dargestellte Bifurkation nennt man Touch{and{Go{Bifurkation.

4.4 Folgen von Bifurkationen

Bei der Untersuchung spezieller Hamiltonscher Systeme beobachtet man
h�au�g, da� die von Mayer klassi�zierten generischen Bifurkationen in or-
ganisierten Folgen auftreten. Beispiele f�ur solche Folgen wurden von Mao
und Delos ([Mao92]) f�ur das diamagnetische Keplerproblem beschrieben.
Auch in den hier zu behandelnden Beispiel aus Kapitel 3.2 tritt eine Folge
von zwei Bifurkationen auf. Wie Sadovski��, Shaw und Delos zeigten ([Sad95],
[Sad96]), kann man diese Folgen analytisch beschreiben, wenn man h�ohere
Terme der Normalformentwicklung ber�ucksichtigt.

Wir benutzen also im folgenden alle Terme der Entwicklung (4.17) bis
einschlie�lich dritter Ordnung in I, wobei wir den b0-Term wie oben durch
geeignete Wahl einer Bezugsrichtung f�ur ' eliminieren k�onnen:

� = "I + aI2 + bI2 cos(4') + cI3 + dI3 cos(4') + eI3 sin(4') :
(4.25)

Diese Normalform kann durch kanonische Transformationen weiter ver-
einfacht werden, wobei die Transformationen nur bis zu Termen der Ordnung
I3 durchgef�uhrt werden m�ussen, da h�ohere Terme ohnehin vernachl�assigt
worden sind.

Wir beginnen mit einer Transformation auf neue Koordinaten Î ; '̂, die
erzeugt wird durch die Funktion

F2 = �Î'+
e

8b
Î2 ; (4.26)

also

I = �@F2

@'
= Î ;

'̂ = �@F2

@Î
= '� e

4b
Î :

(4.27)
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Damit folgt

sin(4') = sin(4'̂) +O(Î) ;
cos(4') = cos(4'̂)� sin(4'̂)

e

b
Î +O

�
Î2
� (4.28)

und

� = "Î + aÎ2 + bÎ2
�
cos(4'̂)� e

b
Î sin(4'̂)

�
+ cÎ3 + dÎ3 cos(4'̂) + eÎ3 sin(4'̂) +O

�
Î4
�

= "Î + aÎ2 + bÎ2 cos(4'̂) + cÎ3 + dÎ3 cos(4'̂) +O
�
Î4
� (4.29)

Da wir diese Transformation jederzeit durchf�uhren k�onnen, k�onnen wir
in (4.25) e = 0 annehmen und erhalten die Normalform

� = "I + aI2 + bI2 cos(4') + cI3 + dI3 cos(4') : (4.30)

Diese vereinfachen wir nun weiter durch eine kanonische Transformation mit
der Erzeugenden

F2 = �Î'� Î2f(')� Î3g(') (4.31)

mit

f(') = � sin(4')

g(') = 4�2 (sin(4') cos(4') � 4')
(4.32)

und einem freien Parameter �.
Die Transformationgleichungen lauten

I = �@F2

@'
= Î + Î2f 0(') + Î3g0(') ;

'̂ = �@F2

@Î
= '+ 2Îf(') + 3Î2g(')

= '+ 2Îf('̂) +O
�
Î2
�
:

(4.33)

Aus diesen Gleichungen folgt weiter

' = '̂� 2Îf('̂) +O
�
Î2
�
;

cos(4') = cos
�
4'̂� 8Îf('̂) +O

�
Î2
��

= cos(4'̂) + 8Îf('̂) sin(4'̂) +O
�
Î2
�
;

I = Î + Î2f 0
�
'̂� 2Îf('̂) +O

�
Î2
��

+ Î3g0
�
'̂+O

�
Î
��

= Î + Î2f 0('̂) + Î3
�
g0('̂)� 2f('̂)f 00('̂)

�
+O

�
Î4
�
;

I2 = Î2 + 2Î3f 0('̂) +O
�
Î4
�
;

I3 = Î3 +O
�
Î4
�
:
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Damit ergibt sich die transformierte Hamiltonfunktion zu

� = "
n
Î + Î2f 0('̂) + Î3

�
g0('̂)� 2f('̂)f 00('̂)

�o
+a
�
Î2 + 2Î3f 0('̂)

�
+b
�
Î2 + 2Î3f 0('̂)

��
cos(4'̂) + 8Îf('̂) sin(4'̂)

�
+cÎ3 + dÎ3 cos(4'̂) +O

�
Î4
�

= "Î + Î2
�
"f 0('̂) + a+ b cos(4'̂)

�
+Î3

n
"g0('̂)� 2"f('̂)f 00('̂)

+2af 0('̂) + 8bf('̂) sin(4'̂) + 2bf 0('̂) cos(4'̂)

+c+ d cos(4'̂)
o

+O
�
Î4
�

(4:32)
= "Î + aÎ2 + (b+ 4�")Î2 cos(4'̂)

+ (c+ 8b�)Î3 + (d+ 8a�)Î3 cos(4'̂)

+O
�
Î4
�

: (4.34)

Durch die Wahl � = � d
8a k�onnen wir erreichen, da� der zu Î3 cos(4'̂) pro-

portionale Term entf�allt. Mit neuen Bezeichnungen f�ur die Koe�zienten
erhalten wir also f�ur die Normalform in 3. Ordnung in I endg�ultig

� = "I + aI2 + bI2 cos(4') + cI3 : (4.35)

Die station�aren Punkte dieser Normalform au�er dem zentralen statio-
n�aren Punkt bei I = 0 sind gegeben durch

0
!
=
@�

@'
= �4bI2 sin(4') ;

0
!
=
@�

@I
= "+ 2aI + 2bI cos(4') + 3cI2 :

(4.36)

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt wieder

sin(4') = 0 ;

cos(4') = � = �1 :
Die zweite Gleichung

"+ 2(a+ �b)I + 3cI2 = 0

hat f�ur festes � die beiden L�osungen

I�� = �%� �
q
� + %2� (4.37)
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<I
�

+

-

�

%� > 0

<I
�

+

-

�

%� < 0

Abbildung 4.3: An der Abh�angigkeit I�(�) werden die Bifurkationen sicht-
bar. ausgezogen: reelle Bahn; gestrichelt: komplexe Bahn mit reeller Wir-
kung; punktiert: zwei konjugiert komplexe Bahnen.

mit den Abk�urzungen

� = � "

3c
%� =

a+ �b

3c
(4.38)

Wir untersuchen zun�achst das Verhalten der beiden Bahnen zu gegebe-
nem �: Die beiden L�osungen I�� sind reell f�ur � > �%2�, konjugiert komplex
zueinander f�ur � < %2�. Abb. 4.3 zeigt schematisch den Verlauf der L�osungen
I�(�).

� %� > 0
In diesem Fall ist I�� negativ f�ur � > �%2�; I�+ ist negativ f�ur �%2� <
� < 0 und positiv f�ur � > 0.

F�ur die periodischen Bahnen bedeutet dies:
Die

"
�+\-Bahn ist f�ur � > 0 reell, zieht sich f�ur � ! 0 auf die zentrale

Bahn bei I = 0 zusammen und wird f�ur � < 0 komplex. Bei � = �%2�
kollidiert die

"
�+\{Bahn mit der bis dahin komplexen

"
��\{Bahn,

und beide Bahnen werden zueinander konjugiert komplex.

� %� < 0
In diesem Fall ist I�+ positiv f�ur � > �%2�; I�� ist positiv f�ur �%2� <
� < 0 und negativ f�ur � > 0.

F�ur die periodischen Bahnen bedeutet dies:
Die

"
��\-Bahn ist f�ur � > 0 komplex, zieht sich f�ur � ! 0 auf die

zentrale Bahn bei I = 0 zusammen und wird f�ur � < 0 reell. Bei
� = �%2� kollidiert die

"
��\{Bahn mit der bis dahin reellen

"
�+\{

Bahn, und beide Bahnen werden komplex.

Falls jaj > jbj gilt, haben %+ und %� gleiches Vorzeichen, ansonsten
haben sie verschiedene Vorzeichen. Damit ergeben sich f�ur das Verhalten der
vier Satellitenbahnen folgende vier Szenarien, die in Abb. 4.4 schematisch
dargestellt sind:
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Abbildung 4.4: Wie Abb. 4.3. Durch die Darstellung aller Satellitenbahnen
erkennt man die Abfolge der Bifurkationen.

1. jaj > jbj; %� > 0
Die Bahnen

"
++\ und

"
�+\ sind f�ur � > 0 reell. F�ur � ! 0 ziehen sie

sich auf die zentrale Bahn zusammen und werden f�ur � < 0 komplex.
Diese drei Bahnen bilden bei � = 0 also die in Kapitel 4.3 beschriebene
Island{Chain{Bifurkation. Bei � = �%2� kollidiert jeweils die

"
�+\{

Bahn mit der
"
��\{Bahn, und die beiden Bahnen werden konjugiert

komplex zueinander.

2. jaj > jbj; %� < 0
Die Bahnen

"
+�\ und

"
��\ bilden zusammen mit der zentralen Bahn

bei � = 0 eine Island{Chain{Bifurkation, wobei die Satellitenbahnen
hier allerdings f�ur � < 0 reell sind. Bei � = �%2� kollidiert die reelle

"
��\{Bahn mit der ebenfalls reellen

"
�+\{Bahn, und die Bahnen

werden konjugiert komplex zueinander.

3. jaj < jbj; %� < 0 < %+
Bei � > 0 ist die

"
++\{Bahn reell, die

"
��\{Bahn komplex. F�ur � !

0 ziehen sich die beiden Bahnen auf die zentrale Bahn zusammen und
bilden dort eine Touch{and{Go-Bifurkation. Bei � = �%2+ kollidiert
die nun komplexe

"
++\{Bahn mit der ebenfalls komplexen

"
+�\{

Bahn, und die beiden werden zueinander konjugiert komplex. Ebenso
kollidieren die reellen Bahnen

"
��\ und

"
�+\ bei � = �%2� und

werden konjugiert komplex.
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4. jaj < jbj; %+ < 0 < %�
Dieser Fall entspricht Fall 3, wobei � = +1 und � = �1 die Rollen
tauschen.

Das unter Fall 1 beschriebene Szenario ist dem Beispiel aus Kapitel 3.2
(vgl. insbesondere Abb. 3.6) bereits recht �ahnlich, von den beiden isochro-
nen Bifurkationen tritt in unserem Beispiel allerdings nur eine auf, und die

"
��\{Bahn hat im Beispiel keine Entsprechung. Dies legt es nahe, noch
eine andere Darstellung der Normalform zu w�ahlen.

Wir setzen in (4.34) � = d�c
8(b�c) und f�uhren wieder neue Bezeichnungen

ein. Damit erhalten wir die Normalform

� = "I + aI2 + bI2 cos(4') + cI3(1 + cos(4')) : (4.39)

Die Gleichungen der station�aren Punkte lauten hier

0
!
=
@�

@'
= �4I2(b+ cI) sin(4') ;

0
!
=
@�

@I
= "+ 2aI + 2bI cos(4') + 3cI2(1 + cos(4')) : (4.40)

Wiederum folgt

sin(4') = 0 ;

cos(4') = � = �1 ;
und

"+ 2(a+ �b)I + 3cI2(1 + �) = 0 : (4.41)

F�ur � = +1 entspricht dies der Gleichung (4.36), liefert also die be-
kannte Abfolge von Periodenvervierfachung und isochroner Bifurkation. F�ur
� = �1 entf�allt jedoch der Term dritter Ordnung, und wie bei der Diskus-
sion der Normalform zweiter Ordnung tritt nur die Bahn auf, die an der
Periodenvervierfachung unmittelbar beteiligt ist, die

"
��\{Bahn aus der

obigen Diskussion entf�allt. Die von der modi�zierten Normalform beschrie-
bene Abfolge von Bifurkationen ist ist Abb. 4.5 dargestellt.

Da� zwei Darstellungen der Normalform, die durch kanonische Transfor-
mationen miteinander verkn�upft sind, qualitativ unterschiedliches Verhalten
zeigen k�onnen, liegt daran, da� die Transformationen nur bis auf Terme der
Ordnung I3 richtig ausgef�uhrt wurden. Wenn man die Bestimmung der sta-
tion�aren Punkte direkt an der Normalform (4.30) durchf�uhrt, kann man
zeigen, da� I�� f�ur c� d! 0 gegen 1 divergiert, die

"
��\{Bahn sich also

aus dem G�ultigkeitsbereich der Normalformentwicklung entfernt.
Genauer liegen die station�aren Punkte der neuen Normalform f�ur � = +1

bei

I� = �a+ b

6c
�
s
� "

6c
+

�
a+ b

6c

�2
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<I

-1

+

-

�

Abbildung 4.5: Das hier betrachtete Bifurkationsszenario der modi�zierten
Normalform (4.39).

und f�ur � = �1 bei

I�1 = � "

2(a� b)
:

Von nun an nehmen wir c < 0 an. Wie man durch eine Diskussion �ahnlich
der obigen zeigen kann, ist nur in diesem Fall eine Island-Chain-Bifurkation
bei " = 0 m�oglich, in der reelle Bahnen f�ur " > 0 auftreten. Dies ist jedoch
der Fall, der im Beispiel aus Kapitel 3.2 vorliegt und der uns hier allein
interessiert. Unter dieser Voraussetzung kann man schreiben

I� = �c�1=3
�
� �

q
� + �2

�
(4.42)

mit

� = � "

6c1=3
;

� =
a+ b

6c2=3
:

(4.43)

Aus der Zerlegung

� =

�
1

3
I +

a+ b

18c

�
@�

@I
� 4c1=3

�
� + �2

�
I + 2�� f�ur cos(4') = +1 ;

die sich durch Polynomdivision gewinnen l�a�t, oder durch direktes Einsetzen
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erh�alt man die Wirkungen der periodischen Bahnen zu

�� = �(I�; � = +1)

= �4c1=3
�
� + �2

�
I� + 2��

= +4
�
� + �2

��
� �

q
� + �2

�
+ 2��

;

��1 = �(I�1; � = �1) = � "2

4(a� b)
;

�0 = �(I = 0) = 0 :

(4.44)

Au�erdem ben�otigen wir im n�achsten Kapitel die Hesse{Determinanten
der Wirkung in den station�aren Punkten. Dabei k�onnen wir prinzipiell ein
beliebiges Koordinatensystem zugrunde legen; da aber das Polarkoordina-
tensystem bei I = 0 singul�ar ist und wir daher keine Hesse{Determinante
f�ur die zentrale Bahn bestimmen k�onnen, verwenden wir hierf�ur kartesische
Koordinaten.

Mit Hilfe der Transformationgleichungen (4.14) und der Beziehung

cos(4') = cos4 '� 6 cos2 ' sin2 '+ sin4 '

k�onnen wir die Normalform in kartesischen Koordinaten ausdr�ucken:

� =
"

2
(p2 + q2) +

a

4
(p4 + 2p2q2 + q4)

+
b

4
(p4 � 6p2q2 + q4) +

c

4
(p6 � p4q2 � p2q4 + q6) : (4.45)

F�ur die Hesse{Determinanten gilt dann, wenn Indizes p; q partielle Ab-
leitungen bedeuten:

Hess� =�pp�qq � �pq�qp

=

�
"+ 3(a� b)p2 + (a� 3b)q2 +

c

2
(15p4 � 6p2q2 � q4)

�
��

"+ (a� 3b)p2 + 3(a+ b)q2 � c

2
(p4 + 6p2q2 � 15q4)

�
� 4p2q2

n
a� 3b� c(p2 + q2)

o2 (4.46)

In diesem Ausdruck setzen wir nun p = q = 0 f�ur die zentrale Bahn,
' = 0, also p = 0; q =

p
2I� f�ur � = +1 und ' = �

4 , also p = q =
1p
2

p
2I�1 =

p
I�1 f�ur � = �1. Damit ergeben sich die Hesse{Determinanten

der vier periodischen Bahnen zu

Hess� =
n
"+ 2(a� 3b)I� � 2cI2�

on
"+ 6(a+ b)I� + 30cI2�

o
;

Hess�1 =
n
"+ 4aI�1 + 4cI2�1

o2 � 4I2�1 fa� 3b� 2cIg2 ;
Hess0 = "2 :

(4.47)



Kapitel 5

Gleichm�a�ige N�aherung

5.1 Herleitung der gleichm�a�igen N�aherung

Nachdem wir einen analytischen Ausdruck gefunden haben, mit dem wir die
Wirkungen der periodischen Bahnen in der N�ahe der untersuchten Bifurkati-
on beschreiben k�onnen, haben wir nun den kollektiven Beitrag dieser Bahnen
zur quantenmechanischen Zustandsdichte zu bestimmen. Bei der Herleitung
der Integraldarstellung (5.10) f�ur die gleichm�a�ige N�aherung lassen wir uns
durch das Vorgehen von Sieber ([Sie96, Abschnitt 2]) leiten.

Unser Ausgangspunkt ist die semiklassische Greensche Funktion (2.29),
in der wir hier nur den Beitrag einer einzigen klassischen Bahn ber�ucksich-
tigen:

G(~x0~x;E) =
1

i~
p
2�i~

q
jDj exp

�
i

~
S(~x0~x;E) � i

�

2
�

�
: (5.1)

Dabei ist S die Wirkung der Bahn, � ihr Maslov{Index und

D = det

0@ @2S
@~x0@~x

@2S
@~x0@E

@2S
@E@~x

@2S
@E2

1A :

Wir f�uhren nun wie in Kapitel 4 r�aumliche Koordinaten (y; z) ein, so
da� z entlang der zentralen periodischen Bahn mit jedem Umlauf um 2�
zunimmt und y den Abstand von der periodischen Bahn mi�t. Dann gilt:

TrG =

Z
d2x0d2x �(~x0 � ~x)G(~x0~x;E)

=
1

i~
p
2�i~

Z
d2x0d2x �(z0 � z)�(y0 � y)

q
jDj exp

�
i

~
S(~x0~x;E) � i

�

2
�

�
=

1

i~m
p
2�i~

Z
dy0dz dy �(y0 � y)

q
jDj

exp

�
i

~
S(~x0~x;E) � i

�

2
�

� �����
z0=z+2�m

:

48
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Im letzten Schritt wurde die Integration �uber z0 ausgef�uhrt. In der N�ahe
einer n

m{Resonanz betrachten wir wie bereits in Kapitel 4.2 die m{fache
Wiederholung der bifurkierenden Bahn als die zentrale periodische Bahn.
Die Integration �uber z erstreckt sich dann �uberm primitive Perioden, obwohl
sie urspr�unglich nur eine umfassen darf. Dies wird durch den Vorfaktor 1

m
ausgeglichen.

Wie wir in Kapitel 2.1 gesehen haben, k�onnen wir die Wirkungsfunktion
S(y0; z0 = z + 2�m; y; z) als erzeugende Funktion der Poincar�e{Abbildung
vom Typ F1 auffassen. Bei Auftreten einer Resonanz ist jedoch die Poin-
car�e{Abbildung in linearer N�aherung gleich der Identit�at, f�ur die keine F1{
Erzeugende existiert. Wir gehen daher zu einer F2{Erzeugenden �uber, indem
wir die Integraldarstellung

�(y0 � y) =
1

2�~

Z +1

�1
dp0y exp

�
i

~
p0y(y � y0)

�
einsetzen und das Integral �uber y0 in Station�are{Phase{N�aherung ausf�uhren.
Die Stationarit�atsbedingung lautet

@S

@y0
� p0y = 0 ; (5.2)

und man erh�alt

TrG =
1

2�im~2

Z
dy dz dp0y

q
jDj��

sP

exp

�
i

~

�
Ŝ + yp0y

�
� i

�

2
�̂

�
1r��� @2S@y02

��� : (5.3)

Dabei ist

Ŝ(z0p0yzy;E) = S(z0y0z y;E)� y0p0y
��
sP

(5.4)

wegen (5.2) die Legendre{Transformierte von S bez�uglich y0 und

�̂ =

8<:� : @2S
@y02 > 0

� + 1 : @2S
@y02 < 0

: (5.5)

Als allgemeine Eigenschaft der Legendre{Transformation gilt, wenn u
und v je eine der an der Transformation nicht beteiligten Variablen z; z0; y
und E bezeichnen,

@Ŝ

@u
=
@S

@u
;

@Ŝ

@p0y
= �y0 :
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Daraus folgt f�ur die zweiten Ableitungen

@2S

@u@v
=

@

@u

@Ŝ

@v

=
@2Ŝ

@u@v
+

@2Ŝ

@p0y@v
@p0y
@u

���
y0

(5.6)

und

@2S

@u@y0
=
@p0y
@u

=
@

@y0
@Ŝ

@u

=
@2Ŝ

@p0y@u
@p0y
@y0

=
@2Ŝ

@p0y@u
@2S

@y02
: (5.7)

Weiter gilt

D = det

0BBB@
@2S
@z0@z

@2S
@y0@z

@2S
@E@z

@2S
@z0@y

@2S
@y0@y

@2S
@E@y

@2S
@z0@E

@2S
@y0@E

@2S
@E2

1CCCA

= det

0BBBB@
@2Ŝ
@z0@z +

@2Ŝ
@p0y@z

0

@p0y
@z

@p0y
@z

@2Ŝ
@E@z +

@2Ŝ
@p0y@E

@p0y
@z

@2Ŝ
@z0@y +

@2Ŝ
@p0y@z

0

@p0y
@y

@p0y
@y

@2Ŝ
@E@y +

@2Ŝ
@p0y@E

@p0y
@y

@2Ŝ
@z0@E + @2Ŝ

@p0y@z
0

@p0y
@E

@p0y
@E

@2Ŝ
@E2 +

@2Ŝ
@p0y@E

@p0y
@E

1CCCCA :

Die zweiten Summanden in der ersten und dritten Spalte dieser Matrix
sind linear abh�angig von der zweiten Spalte und k�onnen daher entfallen. Es
ergibt sich

D = det

0BBBB@
@2Ŝ
@z0@z

@2S
@y02

@2Ŝ
@p0y@z

@2Ŝ
@E@z

@2Ŝ
@z0@y

@2S
@y02

@2Ŝ
@p0y@y

@2Ŝ
@E@y

@2Ŝ
@z0@E

@2S
@y02

@2Ŝ
@p0y@E

@2Ŝ
@E2

1CCCCA

=
@2S

@y02
det

0BBBB@
@2Ŝ
@z0@z

@2Ŝ
@p0y@z

@2Ŝ
@E@z

@2Ŝ
@z0@y

@2Ŝ
@p0y@y

@2Ŝ
@E@y

@2Ŝ
@z0@E

@2Ŝ
@p0y@E

@2Ŝ
@E2

1CCCCA :

(5.8)

Bezeichnen wir die hier verbleibende Determinante mit D̂, so folgt aus (5.3)

TrG =
1

2�im~2

Z
dy dz dp0y

r���D̂��� exp� i
~

�
Ŝ + yp0y

�
� i

�

2
�̂

� �����
z0=z+2�m

:
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Wie in Kapitel 2.3 gilt wegen unserer Wahl der z-Koordinate entlang der
periodischen Bahn

D̂ =
1

_z _z0
@2Ŝ

@y@p0y
:

Damit kann die Integration �uber z wieder trivial ausgef�uhrt werden und
liefert die f�ur einen Umlauf ben�otigte Zeit. Diese Zeit h�angt von den Koor-
dinaten y und p0y ab und ist von der Periodendauer der zentralen periodi-
schen Bahn im allgemeinen etwas verschieden. Wir schreiben sie daher als
@Ŝ
@E (y; p

0
y):

TrG =
1

2�im~2

Z
dy dp0y

@Ŝ

@E

vuut����� @2Ŝ@y@p0y

����� exp
�
i

~

�
Ŝ + yp0y

�
� i

�

2
�̂

�
:
(5.9)

F�ur den Beitrag der betrachteten Bahnen zur semiklassischen Zustandsdich-
te erhalten wir daraus

d(E) = � 1

�
=TrG

=
1

2�2m~2
<
Z
dy dp0y

@Ŝ

@E

vuut����� @2Ŝ@y@p0y

�����
exp

�
i

~

�
Ŝ + yp0y

�
� i

�

2
�̂

�
:

(5.10)

Die hier im Exponenten stehende Funktion

f(y; p0y; E) := Ŝ(y; p0y; E) + yp0y (5.11)

m�ussen wir nun zu bekannten Funktionen in Beziehung setzen. Die einzi-
ge Information, die wir �uber f haben, ist die Verteilung ihrer station�aren
Punkte: Diese entsprechen nach Kapitel 4.2 den periodischen Bahnen des
Systems.

Die Klassi�kation reeller Funktionen im Hinblick auf die Verteilung ihrer
station�aren Punkte ist Aufgabe der mathematischen Katastrophentheorie

(vgl. [Pos78]). Dort werden zwei Scharen von Funktionen �1 und �2, die im
Ursprung jeweils einen station�aren Punkt aufweisen und dort den Wert 0
haben, als �aquivalent betrachtet, wenn es eine Schar von Di�eomorphismen
 (E) gibt, so da� gilt

�2(~x;E) = �1( (~x;E); E) : (5.12)

Dabei steht E f�ur den (oder die) Scharparameter.
Die in einem gewissen Sinne einfachsten Typen von Funktionen wurden

von Thom vollst�andig bez�uglich dieser �Aquivalenzrelation klassi�ziert; man



52 KAPITEL 5. GLEICHM�ASSIGE N�AHERUNG

bezeichnet sie als die sieben elementaren Katastrophen. Jede dieser Klassen
wird repr�asentiert durch ein Polynom in einer oder zwei Variablen. In den
bisherigen Arbeiten von Main und Wunner ([Mai97a], [Mai98a]) ist es gelun-
gen, die fragliche Funktion f durch einen Di�eomorphismus zu einer dieser
sieben Standardformen in Beziehung zu setzen.

In unserem Fall gelingt die Identi�kation mit einer elementaren Kata-
strophe nicht. Wir wissen jedoch aus Kapitel 4.2, da� die Normalform die
gleichen station�aren Punkte aufweist wie die Funktion f und durch eine
Koordinatentransformation mit dieser verbunden ist. Deshalb kann uns die
Normalform als analytisch bekannter Repr�asentant der �Aquivalenzklasse die-
nen. Dies f�uhrt auf den Ansatz

f(y; p0y; E) = S0(E) + �( (y; p0y; E); E) : (5.13)

Dabei ist  eine (unbekannte) Koordinatentransformation mit  (0; E) = 0
und S0(E) die Wirkung der zentralen periodischen Bahn. Die M�oglichkeit,
an dieser Stelle die Normalform zu verwenden, bedeutet insbesondere, da�
mit der Normalformtheorie ein Verfahren zur Verf�ugung steht, mit dem man
f�ur jede Bifurkation systematisch eine Ansatzfunktion � konstruieren kann.

Mit den neuen Koordinaten (Y; P 0Y ) =  (y; p0y) und der Jacobi{Matrix
Jac von  gilt

d(E) =
1

2�2m~2
< exp

�
i

~
S0(E)� i

�

2
�̂

�
Z
dY dP 0Y

@Ŝ

@E

vuut����� @2Ŝ@y@p0y

����� 1

jdet Jac j exp
�
i

~
�(Y; P 0Y )

�
:

Aus (5.13) folgt durch zweimaliges Ableiten die Matrixgleichung

@2f

@(y; p0y)2
= (Jac )T

@2�

@(Y; P 0Y )2
Jac ;

also gilt f�ur die Determinanten

jdet Jac j =
s
jHess f j
jHess �j : (5.14)

Damit ergibt sich die Zustandsdichte schlie�lich zu

d(E) =
1

2�2m~2
< exp

�
i

~
S0(E)� i

�

2
�̂

�
Z
dY dP 0Y

@Ŝ

@E

vuut����� @2Ŝ@y@p0y

�����
s
jHess �j
jHess f j exp

�
i

~
�(Y; P 0Y )

�
: (5.15)
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Im Integranden des hier verbleibenden Integrals steht im Exponenten die
aus dem letzten Kapitel bekannte Normalform, deren Parameter allerdings
noch zu bestimmen sind. Hingegen ist der Vorfaktor der Exponentialfunktion

X :=
@Ŝ

@E

vuut����� @2Ŝ@y@p0y

�����
s
jHess �j
jHess f j (5.16)

g�anzlich unbekannt. Um das Integral auswerten zu k�onnen, m�ussen wir also
einen Zusammenhang der hier auftretenden Terme mit den Bahndaten der
klassischen periodischen Bahnen des Systems herstellen. Da diese Bahnen
den station�aren Punkten der Normalform entsprechen, untersuchen wir also
das Verhalten des Vorfaktors in den station�aren Punkten des Exponenten.

Aus der De�nition (5.11) ergibt sich die Hessesche Matrix von f zu

@2f

@(y; p0y)2
=

0@ @2Ŝ
@y2

@2Ŝ
@y@p0y

� 1

@2Ŝ
@y@p0y

� 1 @2Ŝ
@p0y

2

1A
und damit die Hesse-Determinante

Hess f =
@2Ŝ

@y2
@2Ŝ

@p0y2
�
 

@2Ŝ

@y@p0y
� 1

!2

= �
0@1 +  @2Ŝ

@y@p0y

!2

� @2Ŝ

@y2
@2Ŝ

@p0y2

1A+ 2
@2Ŝ

@y@p0y
:

Mit Gleichung (2.16) folgt

Hess f
sP
= �(TrM � 2)

@2Ŝ

@y@p0y
(5.17)

und s
1

jHess f j

vuut����� @2Ŝ@y@p0y

����� sP= 1pjTrM � 2j : (5.18)

Au�erdem benutzen wir, da� @Ŝ
@E in einem station�aren Punkt die Zeit an-

gibt, die auf der entsprechenden periodischen Bahn zwischen Start- und
Zielpunkt ben�otigt wird. F�ur die zentrale Bahn ist dies die m{fache primi-
tive Periodendauer mT0, f�ur die Satellitenbahnen jedoch nur die einfache
primitive Periode Ts.

Mit diesen Ergebnissen folgt

X
sP
=

fmgTpjTrM � 2j
q
jHess�j (5.19)
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wobei die Notation fmg anzeigen soll, da� der Faktor f�ur Satellitenbahnen
wegzulassen ist. Dieser Ausdruck l�a�t sich berechnen, sobald die Parameter
der Normalform � bestimmt sind.

Mit Hilfe der Beziehung (5.19) k�onnen wir uns davon �uberzeugen, da�
die Integralformel (5.15) in gro�er Entfernung vom Bifurkationspunkt in die
Gutzwillersche Spurformel �ubergeht: Wenn die Abst�ande der station�aren
Punkte voneinander gro� sind, wird es wieder m�oglich, das Integral in der
Station�are{Phase{N�aherung auszuwerten.

Wir betrachten zun�achst den Beitrag des station�aren Punktes bei Y 0 =
PY = 0, der der zentralen periodischen Bahn entspricht. Wenn wir �(0) =
0 und (5.19) benutzen und die Zahl der negativen Eigenwerte der Hesse{

Matrix @2�
@(Y 0;PY )2

���
0
mit � bezeichnen, ergibt sich dieser Beitrag zu

1

2�2m~2
mT0p

TrM0 � 2

q
jHess �j��

0
< exp

�
i

~
S0 � i

�

2
�̂

�
(2�i~)

exp
��i�2�	q

jHess �j��
0

=
1

�~

T0p
TrM0 � 2

< exp

�
i

~
S0 � i

�

2
(�̂ + �� 1)

�
:

Dies ist gerade der Gutzwiller{Summand der zentralen Bahn, wenn wir �̂ +
�� 1 mit dem Maslov{Index der Bahn identi�zieren.

Die Satellitenbahnen liefern nur bei solchen Energien Beitr�age, bei denen
sie reell sind. In diesem Fall entsprechen jeder Satellitenbahn m Fixpunkte
der Poincar�e{Abbbildung, also auch m station�are Punkte der Normalform,
die zusammen den Beitrag

m
1

2�2m~2
Ts

4
p
TrMs � 2

q
jHess �j��

s

< exp

�
i

~
S0 � i

�

2
�̂

�
(2�i~) exp

�
i

~
�s

�
exp

��i�2�0	q
jHess �j��

s

=
1

�~

Tsp
TrMs � 2

< exp

�
i

~
Ss � i

�

2

�
�̂ + �0 � 1

��
:

liefern. Dabei ist die Zahl der negativen Eigenwerte von @2�
@(Y 0;PY )2

���
s
mit �0

bezeichnet, und wir haben benutzt, da� S0(E) + �s nach unserem Ansatz
(5.13) gerade die Wirkung Ss(E) der Satellitenbahn ist.

Auch f�ur die Satellitenbahnen erhalten wir also asymptotisch wieder die
Gutzwiller{Summanden, wenn �̂ + �0 � 1 gerade der Maslov{Index der Sa-
tellitenbahn ist. Aus dieser Bedingung kann man schlie�en, da� man der
Normalform nicht nur die Wirkungen der Satellitenbahnen, sondern auch
die �Anderung des Maslov{Index in der Bifurkation entnehmen kann, indem
man die Zahl der negativen Eigenwerte der Hesse{Matrizen f�ur die verschie-
denen Bahnen bestimmt.
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Nachdem wir uns von der Richtigkeit unserer Integralformel �uberzeugt
haben, werden wir sie in den n�achsten Abschnitten auswerten. Dies kann in
unterschiedlichen N�aherungen geschehen, von denen wir im folgenden zwei
darstellen werden.

5.2 Die lokale N�aherung

Als einfachste N�aherung kann man versuchen, die Parameter a; b; c der Nor-
malform (4.39) so zu w�ahlen, da� die station�aren Werte (4.44) die Wirkun-
gen der periodischen Bahnen gut wiedergeben.

Im Sinne der Station�are{Phase{N�aherung kann man weiter annehmen,
da� nur der Teil des Integrationsgebietes, in dem die station�aren Punkte des
Exponenten liegen, eines Beitrag zum Integral liefert. Da wir die gleichm�a�i-
ge N�aherung (5.15) nur f�ur Energien nahe der Bifurkationsenergie ben�otigen,
wo die Station�are{Phase{N�aherung versagt, ist dies eine Umgebung des Ur-

sprungs I = 0. Wir k�onnen also @Ŝ
@E n�aherungsweise durch seinen Wert im

Ursprung, also die Periodendauer mT0 der zentralen periodischen Bahn, er-
setzen. Au�erdem k�onnen wir versuchen, den Quotienten TrM�2

Hess� durch eine
Konstante k anzun�ahern. Dies f�uhrt auf die N�aherung

d(E) � 1

2�2~2
T0pjkj < exp

�
i

~
S0(E)� i

�

2
�̂

�
Z
dY dP 0Y exp

�
i

~
�(Y; P 0Y )

�
: (5.20)

Damit ist die Zustandsdichte durch das Integral einer bekannten Funktion
ausgedr�uckt, das sich numerisch auswerten l�a�t (siehe Anhang C).

F�ur unser Beispiel zeigen die Abb. 5.2 und 5.2, da� die aus der Nor-
malform bestimmten Wirkungen und Hesse{Determinanten zwar qualitativ

�ahnlich verlaufen wie die tats�achlichen Daten der an der Bifurkation betei-
ligten Bahnen, aber quantitativ nicht gut mit ihnen �ubereinstimmen.

Als Parameter ", der den Abstand von der Bifurkation angibt, wurde
dabei die Energiedi�erenz

" = ~E � ~Ec (5.21)

verwendet. Die Parameter der Normalform wurden so bestimmt, da� die
�Ubereinstimmung mit den numerisch bestimmten Werten global m�oglichst
gut ist. Die gew�ahlten Parameter sind

~a = �:029 ;
~b = :007 ;

~c = �:052 ;
~k = 11000 ;

(5.22)
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Abbildung 5.1: Wirkungsdi�erenzen der an der Bifurkation beteiligten Bah-
nen. Ausgezogen: numerisch bestimmte Bahndaten, gestrichelt: station�are
Werte der Normalform nach (4.44).

wobei die Tilde anzeigt, da� die Normalform mit diesen Parametern an die
skalierte Wirkung ~S=2� angepa�t wurde.

Um nun tats�achlich Spektren f�ur verschiedene Magnetfeldst�arken be-
rechnen zu k�onnen, m�ussen wir gem�a� der Skalierungsvorschrift (3.3) die

Wirkung S = 2�w �
�
~S=2�

�
mit dem Skalierungsparameter w = �1=3 be-

stimmen. Wie man sich anhand von (4.44) leicht �uberzeugen kann, kann
man dies erreichen, indem man die Parameter der Normalform gem�a�

a = ~a=2�w ;

b = ~b=2�w ;

c = ~c=4�2w2

(5.23)
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Abbildung 5.2: TrM � 2 der an der Bifurkation beteiligten Bahnen. Ausge-
zogen: numerisch bestimmte Spuren, gestrichelt: Hesse{Determinanten der
Normalform nach (4.47).
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skaliert. Der Parameter " skaliert nach seiner De�nition (5.21) nicht. Eben-
sowenig skaliert k mit dem Magnetfeld, der Faktor 2� in Hess� ist jedoch
gem�a�

k = ~k=2� (5.24)

zu ber�ucksichtigen.
Abb. 5.3 zeigt die mit diesen Daten berechnete lokale N�aherung, wobei

allerdings statt des Realteils der Betrag des Ausdrucks in (5.20) dargestellt

ist, damit der schnell oszillierende Anteil exp
n
i
~
S0(E)

o
entf�allt.

Wie zu erwarten war, ist die N�aherungsl�osung am Ort der Bifurkation
zwar endlich, geht aber in einiger Entfernung vom Bifurkationspunkt nicht
in die Gutzwillersche Spurformel �uber. Hier wirkt sich aus, da� die Anpas-
sung der Normalform an den tats�achlichen Verlauf der Bahnparameter nicht
gut gelingt. Insbesondere die Tatsache, da� die Wirkungen nur schlecht re-
produziert werden k�onnen, beeintr�achtigt das asymptotische Verhalten der
L�osung, denn die Wirkungen erscheinen asymptotisch als Phasen in den
Summanden der Gutzwillerschen Spurformel, und wenn der Fehler in den
Phasen w ~S nicht klein ist gegen 2�, k�onnen die Interferenzen zwischen den
Beitr�agen verschiedener Bahnen nicht mehr richtig wiedergegeben werden.

Dar�uber hinaus kann man auch in unmittelbarer N�ahe der Bifurkation
nicht erwarten, da� diese N�aherung den wahren Wert der Zustandsdichte gut
wiedergibt, da die globale Parameteranpassung, wie sie oben durchgef�uhrt
wurde, zu anderen Werten der Parameter f�uhrt, als wenn nur die unmittel-
bare Umgebung der Bifurkation ber�ucksichtigt worden w�are.

5.3 Die gleichm�a�ige N�aherung

Um die G�ute der N�aherung zu verbessern, kann man ausnutzen, da� die Ko-
ordinatentransformation  in (5.13) energieabh�angig gew�ahlt werden kann.
Dies bedeutet, da� man auch die Parameter a; b; c der Normalform energie-
abh�angig werden und f�ur jedes feste " = ~E� ~Ec so zu bestimmen sind, da� die
Normalform die numerisch bestimmten Wirkungsdi�erenzen reproduziert.

Um dies durchzuf�uhren, hat man die Gleichungen (4.44)

�� = +4
�
� + �2

��
� �

q
� + �2

�
+ 2�� ;

��1 = � "2

4(a� b)

(5.25)

mit

� = � "

6c1=3
;

� =
a+ b

6c2=3

(5.26)
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Abbildung 5.3: Beitrag der Bifurkation zur Zustandsdichte in lokaler N�ahe-
rung. Ausgezogen: lokale N�aherung, gestrichelt: Gutzwillersche Spurformel.
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nach den Parametern a; b; c aufzul�osen.
Dazu de�nieren wir

h+ =
�+ +��

8

= �
�
� + �2

�
+
1

2
�� ;

h� =
�+ ���

8

= (� + �2)3=2 :

(5.27)

Aus der zweiten Gleichung folgt1

� = h
2=3
� � �2 : (5.28)

Einsetzen in die erste Gleichung liefert dann

�3 � 3h
2=3
� � + 2h+ = 0 : (5.29)

Dies ist eine kubische Bestimmungsgleichung f�ur �. Ihre Diskriminante
ist

D = h2+ � h2�

=
1

16
�+�� ;

(5.30)

und ihre L�osungen lauten nach der Cardanischen L�osungsformel

� = �
3
q
�h+ �

p
D + ��

3
q
�h+ +

p
D

=
�

2

3
q
��+ � �� � 2

p
�+�� +

��

2

3
q
��+ � �� + 2

p
�+��

=
�

2

3

r
�
�p

�+ +
p
��
�2

+
��

2

3

r
�
�p

�+ �
p
��
�2

da
p
�+�� =

p
�+

p
�� wegen �+ > 0

(5.31)

mit einer dritten Einheitswurzel

� 2
(
1;�1

2
� i

p
3

2

)

F�ur D > 0 ist nur die L�osung mit � = 1, f�ur D < 0 sind alle L�osungen reell.

1Damit dies richtig ist, m�ussen wir h
2=3
� abweichend von Anhang B so de�nieren, da�

es immer reell wird. Wir de�nieren also

h
2=3
� :=

�
jh�j

2=3 : h� 2 R

� jh�j
2=3 : h� 2 iR



5.3. DIE GLEICHM�ASSIGE N�AHERUNG 61

Wie man in Abb. 3.6 erkennt, ist �+ > 0, und es gibt eine Nullstelle
"0 < 0 von ��, so da� �� > 0 f�ur " < "0 und �� < 0 f�ur " > "0. Nach
(5.30) ist dann D > 0 f�ur " < "0 und D < 0 f�ur " > "0. Damit also � reell
wird, haben wir � = 1 f�ur " < "0 zu w�ahlen.

Um auch f�ur " > "0 die richtige L�osung ausw�ahlen zu k�onnen, fordern
wir, da� � stetig von " abh�angen soll. Dann kann � sich nur �andern, wenn die
Gleichung (5.29) eine doppelte L�osung hat. Dies ist der Fall, wenn D = 0,
also " = "0 oder " = 0 gilt.

Im Bereich " > "0 untersuchen wir das Verhalten von � in der N�ahe von
" = 0. Aus den Wirkungsverl�aufen der Abb. 3.6 entnehmen wir

�+ = �2"2 +O
�
"3
�
;

�� = ��� �"+O
�
"2
�

mit positiven Konstanten �; �;�. Setzen wir au�erdem � = sign " = �1, so
folgt nacheinanderp

�+ = ��"+O
�
"2
�
;

p
�� =

p��
s
1 +

�

�
"+O ("2)

da 1 +
�

�
"+O

�
"2
�
> 0 f�ur " klein

=
p
��� �

2
p��"+O

�
"2
�

mit

p��
�

=

�p���2
�
p�� = � 1p�� ;

�p
�+ �

p
��
�2

=

�
�p�� +

�
�� � �

2
p��

�
"+O

�
"2
��2

= ���
�
� � 2��

p��
�
"+O

�
"2
�
;

3

r
�
�p

�+ �
p
��
�
=

3p
�

3

s
1 +

� � 2��
p��

�
"+O ("2)

=
3p
� +

� � 2��
p��

3�2=3
"+O

�
"2
�
;

� =
�
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r
�
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p
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�2

+
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r
�
�p
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p
��
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= <� 3p
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<� �

3�2=3
� i=�2��

p��
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!
"+O

�
"2
�
;

�2 = (<�)2�2=3
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(<�)2 2�

3�1=3
�<�=� 4i��

p��
3�1=3

!
"+O

�
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�
;



62 KAPITEL 5. GLEICHM�ASSIGE N�AHERUNG

h
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Vergleichen wir dieses Ergebnis mit der De�nition

� = � 1

6c1=3
"; � 1

6c1=3
> 0 ;

so folgt

<� = �1

2
;

=� 2��

3�1=3
> 0 ;

und f�ur die richtige Wahl von � erhalten wir endg�ultig

� =

(
1 : �� > 0

�1
2 + i

p
3
2 sign " : �� < 0

: (5.32)

Mit dieser Festlegung lassen sich � und � aus (5.29) und (5.28) bestim-
men. Weiter gilt nach (4.43) und (5.25)

c = �
�
"

6�

�3
;

a+ b = 6c2=3� ; a� b = � "

4��1
;

a = 3c2=3� � "

8��1
; b = 3c2=3� +

"

8��1
:

(5.33)

Damit sind die gesuchten Parameter a; b; c bestimmt; es bleibt noch eine ge-
eignete N�aherung f�ur den Vorfaktor X im Integranden von (5.15) zu w�ahlen.

Wir nehmen an, da� X nur von I, nicht aber von ' abh�angt. F�ur vier
verschiedene I, die den station�aren Punkten der Normalform entsprechen,
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ist der Wert von X aus (5.19) bekannt. Wir n�ahern X an durch das Poly-
nom dritten Grades, das zwischen diesen gegebenen Punkten interpoliert.
Bezeichnen wir dieses Polynom mit p(I), so erhalten wir als gleichm�a�ige
N�aherung f�ur die Zustandsdichte

d(E) =
1

2�2m~2
< exp

�
i

~
S0(E)� i

�

2
�̂

�
Z
dY 0dPY p(I) exp

�
i

~
�(Y 0; PY )

�
; (5.34)

also ein Integral bekannter Funktionen.
Mit dieser Wahl ist sichergestellt, da� die Station�are{Phase{N�aherung

des verbleibenden Integrals mit der Station�are{Phase{N�aherung des ur-
spr�unglichen Integrals (5.15) �ubereinstimmt. Deshalb geht auch (5.34) in ei-
niger Entfernung von der Bifurkation in die Gutzwillersche Spurformel �uber.
In unmittelbarer N�ahe der Bifurkation k�onnen wir hingegen, wie in Kapitel
5.2 erl�autert, annehmen, da� der Wert des Integrals von einer Umgebung
des Ursprungs bestimmt wird. Da unser Interpolationspolynom insbesonde-
re bei I = 0 den richtigen Wert annimmt, k�onnen wir auch hier mit einem
guten Ergebnis rechnen.

Die Berechnung der Parameter a; b; c nach (5.33) wird in der N�ahe der
Bifurkationen numerisch instabil. Dies hat zwei Gr�unde:

� Als Eingabedaten f�ur (5.33) werden Wirkungsdi�erenzen zwischen der
zentralen Bahn und den Satellitenbahnen ben�otigt. Diese Di�erenzen
werden in der N�ahe der Bifurkationen beliebig klein und k�onnen da-
her nur ungenau aus den numerisch bestimmten Wirkungen berechnet
werden.

� Der Parameter c ist ausgedr�uckt durch den Quotienten von � und ", die
in der Bifurkation beide durch Null gehen. Da die Bifurkationsenergie
~Ec, und damit auch ", nicht beliebig genau bekannt ist, verschieben
sich die Nullstellen von Z�ahler und Nenner gegeneinander, und der
Quotient bekommt eine Polstelle.

Wie Abb. 5.4 zeigt, kann man den Verlauf der Parameter einfach dadurch
gl�atten, da� man kleine Bereiche um die Bifurkationen aus den berechneten
Verl�aufen herausschneidet und durch eine lineare Interpolation ersetzt.

Abb. 5.5 zeigt das Ergebnis der gleichm�a�igen N�aherung f�ur die gleichen
Feldst�arken wie Abb. 5.3. Bei  = 10�12 und  = 10�14 erkennt man, da�
die gleichm�a�ige N�aherung in einigem Abstand tats�achlich in die Gutzwiller-
sche Spurformel �ubergeht und da� der asymptotische Bereich f�ur  = 10�14

schneller erreicht wird. Bei  = 10�10 wird der asymptotische Bereich auf
der Seite hoher Energien im dargestellten Bereich noch nicht erreicht. Dieses
Verhalten best�atigt, da� die Genauigkeit der semiklassischen Beschreibung
mit abnehmendem ~e� = 1=3 besser wird.
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Abbildung 5.4: Numerisch bestimmte Parameter der Normalform. links: ur-
spr�unglich, rechts: gegl�attet.
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Abbildung 5.5: Beitrag der Bifurkation zur Zustandsdichte in gleichm�a�iger
N�aherung. Ausgezogen: gleichm�a�ige N�aherung, gestrichelt: Gutzwillersche
Spurformel.



Kapitel 6

Einu� von Geisterbahnen

6.1 Auftreten von Geisterbahnen in der Spurfor-

mel

Die semiklassische N�aherung f�ur die quantenmechanische Zustandsdichte
mit Hilfe der Methode der station�aren Phase, wie sie in Kapitel 2.3 be-
schrieben wurde, kann bedingt durch diese Methode nur Beitr�age reeller pe-
riodische Bahnen ber�ucksichtigen; eventuelle Beitr�age von Geisterbahnen,
die komplexen station�aren Punkten entsprechen, sind ihr unzug�anglich.

Wie in Kapitel 2.3 bemerkt wurde, liefert die Methode der station�aren
Phase den f�uhrenden Term einer asymptotischen Entwicklung in ~. Bali-
an, Parisi und Voros bemerkten jedoch ([Bal78]), da� f�ur endliche Werte
von ~ auch exponentiell kleine Terme nicht nur im Vergleich zum f�uhren-
den Term numerisch bedeutsam sein k�onnen, sondern sogar dann, wenn
man eine vollst�andige asymptotische Entwicklung in Potenzen von ~ be-
sitzt. Tats�achlich konnten Ku�s, Haake und Delande ([Ku�s93]) sowie Main
und Wunner ([Mai97a]) numerisch nachweisen, da� sich die Genauigkeit se-
miklassischer Entwicklungen verbessern l�a�t, wenn man Beitr�age gewisser
Geisterbahnen ber�ucksichtigt.

Setzt man in die Gutzwillersche Spurformel (2.34) die Daten einer Gei-
sterbahn mit komplexer Wirkung S = S0 + iS00 ein, so erh�alt man aus der
Exponentialfunktion einen Faktor

exp

�
i

~
S0
�
exp

�
�S

00

~

�
:

Dieser Faktor divergiert im semiklassischen Limes ~! 0 exponentiell, wenn
S00 < 0 ist. Dieses Verhalten ist o�ensichtlich unphysikalisch und wider-
spricht auch der oben gemachten Aussage, da� die Gutzwillersche Spur-
formel in ihrer urspr�unglichen Form, die nur reelle Bahnen ber�ucksichtigt,
den f�uhrenden Term einer asymptotischen Entwicklung in ~ darstellt. Wir
kommen also zu dem Schlu�, da� nur Geisterbahnen, deren Wirkung einen

66
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positiven Imagin�arteil hat, in die Spurformel einbezogen werden d�urfen. Der
Beitrag dieser Bahnen zur Spurformel wird im Limes ~ ! 0 exponentiell
klein.

Mit dieser Feststellung ist noch keine hinreichende Bedingung angege-
ben, die zu entscheiden erlaubt, welche komplexen Bahnen in der Gutzwil-
lerschen Spurformel zu ber�ucksichtigen sind. In den bekannten Beispielen
([Ku�s93], [Mai97a], [Mai98a]) liegt folgende Situation vor:

Zwei reelle Bahnen laufen in eine Bifurkation ein und verschwinden dort.
Auf der anderen Seite der Bifurkation existieren statt dessen zwei zuein-
ander konjugiert komplexe Geisterbahnen, von denen eine, deren Wirkung
positiven Imagin�arteil hat, in der Spurformel zu ber�ucksichtigen ist. Wenn
man sich von der Bifurkation entfernt, nimmt dieser Imagin�arteil, der in
der Bifurkation selbst Null ist, zu. Dadurch verschwindet der Beitrag der
Geisterbahn exponentiell.

Im Falle einer Tangentenbifurkation, bei der keine zentrale Bahn exi-
stiert, die auf beiden Seiten der Bifurkation reell ist, l�a�t sich der Einu�
der Geisterbahn durch einen einfachen Vergleich der gleichm�a�igen N�ahe-
rung mit dem Gutzwiller{Summanden der Geisterbahn nachweisen (vgl.
[Ku�s93]). Falls jedoch eine reelle zentrale Bahn existiert, �uberdeckt deren
Beitrag den wesentlich kleineren Beitrag der Geisterbahn. Zum Nachweis
solcher

"
versteckten\ Geisterbahnen ben�otigt man hochau�osende Analyse-

verfahren ([Mai98a], s.u.).
In unmittelbarer N�ahe der Bifurkation ist statt der eigentlichen Spurfor-

mel eine gleichm�a�ige N�aherung zu verwenden, die die durch die Bifurkation
verursachte Divergenz der Spurformel vermeidet. Daher ist der Beitrag der
Geisterbahn erst in einiger Entfernung von der Bifurkation nachweisbar,
wenn die gleichm�a�ige N�aherung in ihre asymptotische Form �ubergegangen
ist.

In dem hier behandelten Beispiel hat keine der beiden Bahnen, die durch
Bifurkation aus den reellen Satellitenbahnen hervorgehen, eine Wirkung mit
positivem Imagin�arteil; durch eine zweite Bifurkation im Komplexen entste-
hen jedoch zwei Bahnen mit echt komplexer Wirkung. Es stellt sich daher
die Frage, ob eine dieser beiden Bahnen in der Spurformel zu ber�ucksichtigen
ist, obwohl sie nie auf den reellen Phasenraum tri�t.

In einfachen F�allen, wenn die gleichm�a�ige N�aherung durch einen kata-
strophentheoretischen Ansatz analog zu (5.13) auf ein eindimensionales In-
tegral zur�uckgef�uhrt werden kann, l�a�t sich der Einu� von Geisterbahnen
durch eine Modi�kation der Methode der station�aren Phase, die sogenann-
te Sattelpunktsmethode, untersuchen. Diese Methode, die dargestellt ist in
[Jef56, Section 17.04] und z.B. in [Sch97d] zur Identi�kation von Geister-
bahnbeitr�agen angewandt wird, beruht darauf, den Integrationsweg in der
komplexen Ebene so zu deformieren, da� eine Auswertung nach der Metho-
de der station�aren Phase m�oglichst gute Ergebnisse liefert. Dabei werden
gegebenenfalls auch komplexe station�are Punkte ber�ucksichtigt.
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Da die Methode auf der Verformung von Integrationswegen beruht, l�a�t
sie sich nicht ohne weiteres auf mehrdimensionale Integrale verallgemeinern.
Ein analoges Verfahren, das �uber den Einu� komplexer station�arer Punkte
auf das asymptotische Verhalten mehrdimensionaler Integrale zu entschei-
den gestattet, ist nicht bekannt. Daher k�onnen wir in unserem Beispiel die
Frage nach dem Einu� der Geisterbahnen nicht analytisch mit Hilfe der
Normalform untersuchen. Wir werden statt dessen ein quantenmechanisch
berechnetes Spektrum auf semiklassische Beitr�age der Geisterbahnen hin
analysieren.

6.2 Analyse eines Quantenspektrums

Das Skalenverhalten (3.3) des diamagnetischen Keplerproblems erlaubt es,
Spektren bei fester skalierter Energie ~E statt, wie bisher, bei fester Ma-
gnetfeldst�arke  zu untersuchen. Wir bestimmen dann eine Zustandsdichte
bez�uglich des Parameters w = �1=3.

F�ur diese Zustandsdichte gilt ein der Gutzwillerschen Spurformel (2.34)
analoger semiklassischer Ausdruck

d0(E) =
X
pB

ApB e
i ~SpB w (6.1)

mit

ApB =
~S0q

jdet(MpB � 1)j
: (6.2)

Diese Darstellung hat den Vorteil, da� jede periodische Bahn eine Modula-
tion der Zustandsdichte beitr�agt, deren Amplitude ApB und Frequenz ~SpB
vom Spektralparameter w nicht abh�angen, w�ahrend die entsprechenden Pa-
rameter in der urspr�unglichen Spurformel (2.34) energieabh�angig sind.

Indem wir eine Summe der GestaltX
pB

ApB e
i ~SpB w

an die quantenmechanische Zustandsdichte anpassen, k�onnen wir also die
Wirkungen ~SpB der beitragenden Bahnen und ihre semiklassischen Am-
plituden ApB identi�zieren. Um dies durchzuf�uhren, benutzen wir ein als
harmonische Inversion durch Filter{Diagonalisierung bezeichnetes numeri-
sches Verfahren. Dieses Verfahren wurde von Wall und Neuhauser ([Wal95])
entwickelt und in einer auf Mandelshtam und Taylor ([Man97]) zur�uckgehen-
den Variante von Main et. al. ([Mai98b]) auf Probleme der semiklassischen
Quantisierung angewandt. Es l�a�t komplexe Werte f�ur Amplituden und Fre-
quenzen zu und erlaubt es, aus dem gegebenen Signal nur solche Summanden
zu extrahieren, deren Frequenz in einem vorgegebenen Intervall liegt.
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Abbildung 6.1: Vergleich der klassischen Wirkungen mit den Frequenzen des
Quantenspektrums. Kreuze: klassische Wirkungen, davon fett: Ballon{Bahn
und asymmetrische Geisterbahn, d�unn: instabile Geisterbahn; Rechtecke:
harmonische Inversion des Intervalls 125 � w � 209, Rauten: harmonische
Inversion des Intervalls 120 � w � 200.

Das uns vorliegende Spektrum umfa�t f�ur eine skalierte Energie ~E =
�0:38 die 11735 niedrigsten Eigenwerte im Intervall 0 < w < 210. In die
harmonische Analyse darf der Bereich kleiner w nicht einbezogen werden,
da der semiklassische Limes dem Grenz�ubergang w!1 entspricht und die
Darstellung (6.1) demnach f�ur kleine w nicht gilt. Die Untergrenze, bei der
man die Analyse beginnt, hat man mit einer gewissen Willk�ur zu w�ahlen,
dabei sollten die Ergebnisse von dieser Wahl nicht abh�angen.

Abb. 6.1 zeigt die gefundenen Frequenzen in einem Aussschnitt der kom-
plexen ~S{Ebene. Die Kreuze bezeichnen die Wirkungen der klassischen Bah-
nen, Rechtecke und Rauten die in der harmonischen Inversion auftretenden
Frequenzen f�ur zwei verschiedene Analyseintervalle.

Im Quantenspektrum zeigt sich eine Reihe von Frequenzen, denen kei-
ne der untersuchten Bahnen entspricht, da wir aber nur Bahnen betrachtet
haben, die an einer bestimmten Bifurkation beteiligt sind, ist das nicht ver-
wunderlich. Dar�uber hinaus l�a�t es jedoch die Genauigkeit der durch die
harmonische Inversion gewonnenen Daten nicht zu, den klassischen Bahnen
eindeutig entsprechende Frequenzen des Quantenspektrums zuzuordnen.

Sicher erkennbar ist lediglich, da� der instabilen Geisterbahn keine Fre-
quenz entspricht. Da diese Geisterbahn reelle Wirkung hat, war dies zu
erwarten. Die Zuordnung der reellen Ballon{Bahn zu einer Frequenz ist hin-
gegen schon nicht mehr klar und l�a�t sich auch nicht kl�aren, indem man
au�er den Frequenzen noch die in der harmonischen Analyse bestimmten
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Amplituden heranzieht.
Entscheidet man sich, den Punkt a mit der Ballon{Bahn zu identi�zie-

ren, dann entspricht der Punkt b der asymmetrischen Geisterbahn, die dann
zum Spektrum beitr�agt. Identi�ziert man jedoch Punkt b mit der Ballon{
Bahn1, dann bleibt im Spektrum keine Frequenz mehr, die der Geisterbahn
entsprechen w�urde. Die Lage der Punkte a und b zueinander legt eine Iden-
ti�kation mit der Ballon{Bahn und der Geisterbahn nahe, aber dennoch
kann die Frage nach dem Einu� der asymmetrischen Geisterbahn auf das
Spektrum mit Hilfe der vorliegenden Daten nicht sicher entschieden werden.

W�ahrend also die Identi�kation
"
versteckter\ Geisterbahnen in [Mai97b]

und [Mai98a] mit dem beschriebenen Verfahren gelungen ist, reicht die Qua-
lit�at der hier vorliegenden Daten dazu nicht aus. Die Tatsache, da� die
durch harmonische Inversion bestimmten Frequenzen noch merklich davon
abh�angen, welches w{Intervall zur Analyse herangezogen wurde, zeigt an,
da� f�ur eine sichere Bestimmung der Frequenzen die Vorgabe weiterer Eigen-
werte n�otig ist. Das von Main, Mandelshtam und Taylor verwendete Spek-
trum ist nur um etwa 15% l�anger, da die Dichte der Eigenwerte aber etwa
linear mit w anw�achst, ist der Informationsgehalt in einem Intervall gleicher
L�ange bei gro�em w h�oher.

Au�erdem wird die Analyse dadurch erschwert, da� die uns interessie-
renden Bahnen 2{3mal l�anger sind als bei Main et. al. Da die Anzahl peri-
odischer Bahnen mit ihrer L�ange exponentiell anw�achst, ist die Dichte der
aufzul�osenden Frequenzen in diesem Bereich deutlich gr�o�er. Hinzu kommt,
da� das Verh�altnis von Imagin�ar{ zu Realteil der Wirkung unserer asymme-
trischen Geisterbahn kleiner ist als in den bisher untersuchten F�allen. Das
bedeutet, da� insbesondere eine genaue Bestimmung des Imagin�arteils, die
die Geisterbahn zu identi�zieren gestatten w�urde, schwierig wird.

Zum anderen scheinen die quantenmechanisch bestimmten Frequenzen
aber auch systematisch zu kleineren Realteilen hin von den klassischen Wir-
kungen abzuweichen. Bei der Auswahl der skalierten Energie, bei der das
Spektrum berechnet wurde, war zu ber�ucksichtigen, da� ein gen�ugend gro�er
Abstand von der hier betrachteten Bifurkation und von der Entstehung der
Ballon{Bahn bei ~E = �0:391 eingehalten werden mu�te, andererseits aber
der Imagin�arteil in der Wirkung der Geisterbahn nicht so gro� werden durf-
te, da� ihr Beitrag f�ur gro�e w allzu schnell abklingt. Ein eventueller Einu�
der Bifurkationen auf das Frequenzspektrum sollte sich, wie es in [Mai98a]
geschehen ist, durch eine harmonische Analyse der gleichm�a�igen N�aherung
nachweisen lassen, die in diesem Fall die gleichen Abweichungen der Frequen-
zen von den klassischen Wirkungen zeigen mu� wie das Quantenspektrum.

1Der Abstand von a und b zur Ballon{Bahn ist etwa gleich gro�, obwohl der Abstand
von b in der Gra�k wegen unterschiedlicher Ma�st�abe an reeller und imagin�arer Achse
gr�o�er erscheint.



Kapitel 7

Zusammenfassung und

Ausblick

In dieser Arbeit wurde an einem Beispiel gezeigt, da� das von Sieber und
Schomerus sowie Main und Wunner entwickelte katastrophentheoretische
Verfahren zur Konstruktion gleichm�a�iger N�aherungen f�ur semiklassische
Spektren sich auch auf kompliziertere Folgen von Bifurkationen verallgemei-
nern l�a�t. In F�allen, in denen die sieben elementaren Katastrophen keinen
geeigneten Ansatz zur Beschreibung der Bifurkationen liefern, kann man mit
Hilfe der Normalformtheorie systematisch eine Ansatzfunktion konstruieren;
es ist daher zu erwarten, da� sich mit dem Verfahren im Prinzip gleichm�a�ige
N�aherungen f�ur beliebige Bifurkationsszenarien bestimmen lassen.

Bei der Konstruktion gleichm�a�iger N�aherungen sind nicht nur Bifur-
kationen reeller Bahnen zu ber�ucksichtigen. Der hier diskutierte Fall liefert
das erste bekannte Beispiel daf�ur, da� auch Bifurkationen, an denen aus-
schlie�lich Geisterbahnen beteiligt sind, semiklassische Spektren beeinus-
sen k�onnen, wenn sie gen�ugend nahe an reellen Bifurkationen auftreten. Bei
der Behandlung der hier verwendeten Normalform in Kapitel 4 zeigte sich,
da� eine solche Situation in drei von vier m�oglichen F�allen auftritt, deshalb
scheint es wahrscheinlich, da� dieser E�ekt auch bei der Diskussion anderer
Bifurkationsszenarien h�au�g zu beobachten sein wird.

In den bisher bekannten Beispielen hatte es sich gezeigt, da� man die
Genauigkeit der Gutzwillerschen Spurformel verbessern kann, wenn man
Beitr�age all derjenigen Geisterbahnen ber�ucksichtigt, deren Wirkung po-
sitiven Imagin�arteil hat. In dieser Arbeit wurde untersucht, ob dies auch
f�ur Geisterbahnen gilt, die in rein komplexen Bifurkationen entstehen, je-
doch konnte diese Frage anhand der vorliegenden numerischen Ergebnisse
noch nicht sicher entschieden werden. Hier bleibt also Raum f�ur weitere
Untersuchungen. Die numerischen Untersuchungen k�onnen mit Hilfe eines
umfangreicheren Quantenspektrums verbessert werden, und auch einer Ver-
allgemeinerung der Sattelpunktsmethode auf mehrdimensionale Integrale,
mit der sich die Frage analytisch angehen lie�e, ist anzustreben.
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Anhang A

Semiparabolische

Koordinaten

Zur Beschreibung des diamagnetischen Keplerproblems verwenden wir semi-
parabolische Koordinaten (�; �; '), die de�niert sind durch die Beziehungen

x = �� cos' ;

y = �� sin' ;

z =
1

2

�
�2 � �2

� (A.1)

bzw.

� =
p
r + z ; � =

p
r � z ;

r = x2 + y2 + z2 =
1

2

�
�2 + �2

�
; % = x2 + y2 = �� : (A.2)

Abb. A.1 zeigt die Koordinatenlinien in der (%; z){Ebene. Linien mit
festen � oder � sind Parabeln, die symmetrisch zur z{Achse liegen und
ihren Brennpunkt im Ursprung haben. Die semiparabolischen Koordinaten
sind f�ur die Behandlung des diamagnetischen Keplerproblems besonders gut
geeignet, da sie sowohl einen festen Punkt (den wir mit dem Kernort identi-
�zieren), als auch eine Richtung im Raum (die Richtung des Magnetfeldes)
auszeichnen.

Nach ihrer De�nition (A.2) k�onnen � und � nur positive Werte anneh-
men, w�ahrend die Hamiltonfunktion (3.6) auch f�ur negative �, � de�niert
ist. Bei der numerischen Behandlung der Bewegungsgleichungen (3.7) lassen
wir beliebige reelle Werte f�ur � und � zu, haben dann aber Punkte, die sich
nur durch das Vorzeichen der Koordinaten unterscheiden, zu identi�zieren.

Bei der graphischen Darstellung periodischer Bahnen in Kapitel 3.2 wur-
den die Bewegungsgleichungen immer so weit integriert, bis der Bahnverlauf
sich in diesem erweiterten Koordinatenraum wiederholt. Demnach zeigt ein
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Abbildung A.1: Koordinatenlinien f�ur semiparabolische Koordinaten: �{Li-
nien ausgezogen, �{Linien gestrichelt.

solches Diagramm in einigen F�allen mehrere Perioden der Bahn im urspr�ung-
lichen Ortsraum.

Die Koordinatentransformation (A.1) wird erzeugt durch die Funktion

F2 = �px�� cos'� py�� sin'� pz
2

�
�2 � �2

�
: (A.3)

Daraus folgt als Transformationgleichung f�ur die Impulse

p�= �@F2
@� = px� cos' +py� sin' +pz� ;

p�= �@F2
@� = px� cos' +py� sin' +pz� ;

p'= �@F2
@' = �px�� sin'+py�� cos'

(A.4)

oder umgekehrt

px=
�p�+�p�
�2+�2

cos'� p'
�� sin' ;

py=
�p�+�p�
�2+�2 sin'+

p'
�� cos' ;

pz=
�p���p�
�2+�2 :

(A.5)

Insbesondere gilt

~p 2 =
p2� + p2�
�2 + �2

+
p2'
�2�2

: (A.6)



Anhang B

Komplexe Wurzeln

F�ur die Berechnungen der Kapitel 4 und 5 ben�otigen wir Wurzeln aus kom-
plexen Zahlen. Wegen der Mehrdeutigkeit dieser Funktionen m�ussen wir
einen Zweig ausw�ahlen. Wir verwenden in dieser Arbeit De�nitionen, die
einen Verzweigungsschnitt entlang der negativen reellen Achse besitzen, und
de�nieren f�ur

z = r exp fi'g mit r � 0, �� < ' � � (B.1)

die Quadratwurzel

p
z :=

p
r exp

�
i
'

2

�
(B.2)

und die dritte Wurzel1

3p
z :=

8<:
3pr exp �i'3 	 : �� < ' < �

� 3p�z : z 2 R<0
: (B.3)

Au�erdem de�nieren wir

zk=3 :=
�
3p
z
�k

: (B.4)

Demnach ist insbesondere die Kubikwurzel einer reellen Zahl immer re-
ell, und die Quadratwurzel einer negativen Zahl hat positiven Imagin�arteil.
Die hier gegebene De�nition der dritten Wurzel kommutiert mit der Kom-
plexkonjugation:

3p
z� =

�
3p
z
��

; (B.5)

und f�ur positive reelle Zahlen � gilt

3p
�z = �

3p
z : (B.6)

1Von dieser De�nition weichen wir in einem Spezialfall ab. Siehe dazu die Fu�note auf
S. 60
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Anhang C

Das Beugungsintegral

C.1 Ausf�uhrung der Winkelintegration

Zur Berechnung der N�aherungen (5.20) und (5.34) ben�otigen wir das IntegralZ 1

0
dI

Z 2�

0
d' p(I)

exp
n
i
�
"+ aI2 + bI2 cos(4') + cI3 (1 + cos(4'))

�o
(C.1)

mit einem Polynom p(I) h�ochstens dritten Grades. Dabei wurde ~ = 1
und die Normalform (4.39) eingesetzt und zu kanonischen Polarkoordina-
ten (4.14) �ubergegangen. Die Jacobi{Determinante dieser Transformation
ist identisch 1.

Mit Hilfe der IntegraldarstellungZ 2�

0
dx exp fi� cos xg = 2� J0(�)

f�ur die Besselfunktion J0, die sich aus [Gra65, 3.338.2] ergibt, l�a�t sich das
Integral �uber ' ausf�uhren, wir erhalten das eindimensionale Integral

2�

Z 1

0
dI p(I) J0

�
(b+ cI)I2

�
exp

n
i("I + aI2 + cI3)

o
:

(C.2)

C.2 Numerische Auswertung

Der Integrand in (C.2) oszilliert f�ur I ! 1 immer schneller, wegen des
Polynoms p(I) nimmt jedoch die Amplitude der Oszillationen zu, so da�
das Integral im allgemeinen nicht konvergiert. Wir verwenden daher einen
konvergenzerzeugenden Faktor:

2�

Z 1

0
dI p(I) J0

�
(b+ cI)I2

�
exp

n
i("I + aI2 + cI3)

o
exp f��Ing :

(C.3)
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Dabei ist n > 0 ein Parameter, der die genaue Gestalt des konvergenzerzeu-
genden Faktors bestimmt, und wir suchen f�ur festes n den Grenzwert �! 0.

Bei geeigneter Wahl von n wird das Integral f�ur hinreichend kleine � einer
direkten numerischen Integration mit Hilfe von Standardroutinen zug�ang-
lich. Ich habe diese Integration mehrfach wiederholt, wobei der Wert � in
jedem Schritt halbiert wurde, und die erhaltenen Ergebnisse polynomial auf
� = 0 extrapoliert. F�ur die in dieser Arbeit ben�otigten Parameterwerte er-
halte ich mit n = 6 : : : 10 und einer Extrapolationsordnung von 3 oder 4 eine
Genauigkeit von 7 bis 8 Stellen im Endergebnis. Dabei best�atigt sich auch,
da� das Ergebnis von der Wahl von n unabh�angig ist.
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